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1 Grundlagen und Bezeichnungen 

1.1 Mengen und Abbildungen 

Fiir die Infinitesimalrechnung werden wir uns mit der sogenannten „naiven Mengenlehre" begniigen. 

Eine Menge ist danach die „Zusammenfassung von (endlich oder unendlich vielen) wohlbestimm- 

ten und wohlunterschiedenen Objekten (Elementen) zu einem Ganzen". 

Wir setzen somit voraus, dass wir die Elemente von den Mengen, welche wir betrachten, „ken- 

nen". Die Elemente sind uns z.B. durch explizite Auffiihrung (z.B.: M = {1, 5}) oder durch die 

Angabe einer definierenden Eigenschaft (z.B.: M = {x\ x ist eine gerade natiirliche Zahl }) 

bekannt. 

Beispiele 1.1.1 N := {1, 2, 3, ... } .• natiirliche Zahlen 

No := NU {0} = {0, 1, 2, ...} 

Z := {a;| X G No oder —x G No} .' ganze Zahlen 

<Q := {x\ X = — fiir ein m aus Z und ein n aus N} .• rationale Zahlen 

K : reelle Zahlen (s. 2. Merkblatt) 

(oder {}): leere Menge 

Fiir beliebige Mengen M und A^ definieren wir: 

Definition 1.1.2 x £ M : x ist Element von M , 
X ^ M : X ist nicht Element von M , 
M C N : M ist Teilmenge von N, 
M C N : M ist echte Teilmenge von N, 
M L) N := {x\ X £ M oder x £ N} : Vereinigung, 
M Ci N := {x\ X £ M und x £ N} : Durchschnitt, 
M \N := {x\ X £ M und x ^ A^} .• Komplement von N bzgl. M . 

Es gelten die folgenden Rechenregeln: 

Hilfssatz 1.1.3 Fiir beliebige Mengen A,B und C gilt: 

(i) A\J A = A und Ar\A = A (idempotent) , 

(a) AU B = BUA und ACiB = B D A (kommutativ) , 

(Hi) A\J{B\JC) = {A\JB)\JC und ^ n (B n C) = (yl n B) n C (assoziativ) und 

(iv) yl n (B U C) = (^ n 5) U (^ n C) und A\J{B<r^C) = {A\JB)r\{A\J C) 
(distributiv). 

Wir fiihren nun den BegrifF der „Abbildung" ein: 



Definition 1.1.4 Bei gegebenen Mengen A und B werde jedem x £ A genau ein Element aus 
B, das f{x) genannt werde, zugeordnet. Diese Zuordnung f heifit „Abbildung" oder „Funktion" 
von A in B: 

f :A ^ B 

X 1-^ fi^) ■ 
A heifit „Definitionsbereich" (oder „Definitionsmenge" ) von f , 

R{f) := {y G B\ Es gibt x £ A mit y = f{x)} heifit „Wertebereich" (oder „Wertemenge") 
von f. 

Fiir C C A heifit f{C) := {y € B\ Es gibt x £ C mit y = f{x)} „Bild von C", entsprechend, 
fiir D C B , heifit 

f~^{D) := {x G A\ f{x) G D} „Urbild von D". 

Es gelten die folgenden Rechenregeln: 

Hilfssatz 1.1.5 Seien U, V, Ui, Vi, A und B Mengen mit U C A, V C A, Ui C B und 
Vi C B und sei / eine Abbildung von A nach B. 
Dann gelten: 

(i) fiunv)cfiu)nfiv), 

(ii) f{UUV) = f{U)Uf{V), 
(m) f{A\U)Df{A)\f{U), 

(iv) r\Ui n Vi) = r\Ui) n r\Vi) 

(v) r\ui u vi) = r\ui) u r\vi) 

(vt) f-\B\Ur) = A\f-\Ur). 

Wir benotigen noch die folgenden Begriffe: 

Definition 1.1.6 (i) Sei f : A ^ B eine Abbildung und sei C C A. 

Dann heifit g := f\c : C ^ B, x >-^ f{x) „Restriktion von f auf C". 
Fiir h : C ^ D mit D C B und f\c = h heifit f „Fortsetzung von h". 

(ii) Fiir f : A -> B und g : C -> D mit f{A) C C heifit 

h := g o f : A ^ D,x >-^ g{f{x)) „Verkettung", „Verknu.pfung" , oder „Komposition" von 
f und g. 

(Hi) Fur f : A^ B heifit 

G{f) := {{x,f{x))\ X £ A} C A X B der "Graph" von f, wobei 
A X B := {(a, b)\ a G A, b G B} das „Produkt" von A und B ist. 



(iv) f : A ^ B heifit „injektiv", falls aus f{xi) = f{x2) folgt : xi = X2- 

f heifit „surjektiv" (oder Abbildung auf B), falls R{f) = /(^) = B ist. 
f heifit „bijektiv" (oder „eineindeutig" oder „ umkehrbar eindeutig"), falls f injektiv und 
surjektiv ist. 

(v) Ist f : A ^ B injektiv, so ist die Abbildung g : R{f) -^ A, y >-^ g{y) := z 

mit dem eindeutig bestimmten Element z aus f~^{{y}) definiert und wird niit f~^ und 
„Umkehrabbildung" bezeichnet. 

1.2 Elemente der Logik 

Wir benutzen die folgenden abkiirzenden Schreibweisen: 

1 
A : und, V : oder (nicht ausschliefiend), -■ : nicht, V : fiir alle, 3 : es gibt, 3 es gibt genau ein. 

Jeder Aussage A wird ein Wahrheitswert zugeordnet, namlich w (wahr) oder / (falsch). Wir 

verabreden ausdriicklich, dass „tertium non datur" gelten soil, das heifit 

A V {-^A) ist immer wahr. 

Wir verkniipfen nun Aussagen zu neuen Aussagen. Die logischen Operationen 

-lA : A''e5ationNegation 

A f\ B : A und B (sowohl A als auch B) 

Ay B : A Oder B 

A =^ B : Implikation 

A '^ B : A qui vale nz 

werden durch „Wahrheitstafeln" definiert: 
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Die letzte Spalte folgt aus: A '^ B := (A ^ B) A {B ^ A). Besonders interessant sind nun 
Aussagen, die wie A V {^A) immer wahr sind: 

Hilfssatz 1.2.1 Es gelten die folgenden Aquivalenzbeziehungen: 



(i) ^{A AB) ^ i^A) V i^B) 

(ii) ^{A y B) ^ i^A) A i^B) 

(Hi) {A^ B) ^ {^A) V B 

(iv) {A^ B) ^ {{^B) ^ i^A)). 

Die beiden ersten Regeln heifien de Morgansche Regeln (Auguste de Morgan, 27.6.1806 - 18.3.1871). 
Die Aussage (iv) ist besonders wichtig und wird beim „indirekten Beweis" genutzt; hier geht 
besonders das „tertium non datur" ein. 



Weitere Abkiirzungen: 

Vx G M(:) P{x) fiir alle x € M gilt P{x) 

(1) 

3 X £ M(:) P{x) es gibt (genau ein) x € M, fiir das P{x) gilt. 

Es gelten die Regeln von de Morgan: 



n(Vx G M : P{x)) <^ 3x e M : ^(P(a;)), 
i(3x G M : P{x)) ^ yx eM : -(P(a;)). 



2 Zahlen 

2.1 Natiirliche und rationale Zahlen 

Einfiihrung der natiirlichen Zahlen N 

Wir geben hier nur eine kurze axiomatische Einfiihrung nach Guiseppe Peano (27.8.1858 - 
20.4.1939) (vgl. E. Landau: Grundlagen der Analysis (1930)). 

Definition 2.1.1 Eine Menge N, natiirliche Zahlen genannt, wird axiomatisch definiert durch: 

(1) 1 en 

(2) 3/ : N ^ N injektiv, f{a) =: a+ : Nachfolger von a 
(3)\/aen : a+ y^l 

(4) Sei M CN mit .• 1 G M und {{a G M) ^ (a+ G M)). 
Dann ist M = N. 

Die Summe a ® h zweier natiirlicher Zahlen (ff. a + 6 genannt, da N = {1, 2, 3, . . .} mit der 
iiblichen Addition als Standardmodell benutzt wird) lasst sich eindeutig so definieren, dass gilt: 

a + 1 = a^ und a + b^ = (a + 6) + . 

Das Produkt a Q b zweier natiirlicher Zahlen (ff. a ■ b oder ab genannt) lasst sich eindeutig so 
definieren, dass gilt: 

a ■ 1 = a und a • 5^ = a ■ b + a. 

Wir erhalten die bekannten Gesetzmafiigkeiten: 

Folgerung 2.1.2 Seien a, b, c £ N. Dann gilt: 

1) {a + b) + c = a + (b + c) (Assoziativgesetz der Addition) 
2)a + b=b+a (Kommutativgesetz der Addition) 
3) {ab)c = a{bc) ( Assoziativgesetz der Multiplikation) 

4) ab = ba (Kommutativgesetz der Multiplikation) 

5) a{b + c) = ab + ac (Distributivgesetz) . 

Auf N lasst sich eine Ordnung < mit 1 als erstem (kleinstem) Element erklaren. 
Wir definieren zunachst den Begriff „ Ordnung": 

Definition 2.1.3 Sei X eine Menge. 

1) R C X X X heifit „Relation". 

Fiir {x,y) G R schreiben wir auch „ a; ~ y". 

2) Eine Relation heifit 

i) „reflexiv", wenn gilt: Va; G X : x ^ x, 



ii) „transitiv" , wenn gilt : Vx, y,z G X : (x~yAj/~^)=>x~z 

in) a) „symTnetrisch" , wenn gilt: Va;, y £ X : x ^ y ^ y ^ x und 

b) „antisymmetrisch" , wenn gilt: \/x,y £ X : x^yAy^x^x = y. 

3) Eine reflexive, transitive und symmetrische Relation heifit „Aquivalenzrelation" . 

4) Eine reflexive, transitive und antisymmetrische Relation heifit „Ordnung in (auf) X". 

5) Ein Element x £ X heifit „erstes (kleinstes) Element (bzgl. einer Ordnung R) ", wenn 
gilt: My £ X : x ^ y; analog definiert man ein kleinstes Element einer Teilmenge von X 
(bzgl. einer Ordnung R). 

6) Eine Menge X mit einer Ordnung R heifit „vollstandig geordnet", wenn gilt: 

Vx, y G X : X r^ y y y r^ X. 

7) Eine vollstdndig geordnete Menge X heifit „wohlgeordnet" , wenn jede nichtleere Teilmenge 
ein erstes Element besitzt. 

Wir konnen nun auf den natiirlichen ZahlenN wie folgt eine Ordnung erklaren: 

Definition 2.1 A 1) Wir definieren aw/N eine Relation „<" durch: 

a < b{oder 6>a):<^ 3cGN:5=a + c 
2) Die Relation „< " sei erkldrt durch: 

a < b :<^ a < b oder a = b. 

Hilfssatz 2.1.5 Die Relation „<" ist eine Ordnung au/N mit kleinstem Element 1. Die natiirli- 
chen Zahlen sind mit „< " vollstdndig geordnet. 

Satz 2.1.6 (Wohlordnungssatz) 

N ist wohlgeordnet. 

Beweis: 

Sei M CN,M/ 0. 

Annahme: M besitzt kein erstes Element. 

Sei j4 := {n G N| Vm £ Ad : n < m}. Dann gilt: 

i) 1 G ^ (da M C N ist) und 

ii) n£A^n+l£A (da M nacli Annahme kein kleinstes Element besitzt). 

Somit ist yl = N, also M = 0, was ein Widersprucli zur Voraussetzung ist. 
Q.e.d. (Quod erat demonstrandum) 

Die Mengen Nq bzw. Z entstelien durch „L6sen der Gleichungen" 



a-\- X = a bzw. a + x = 0. 

Eine wichtige Beweismethode ist das Prinzip von der vollstandigen Induktion: 

Hilfssatz 2.1.7 (Prinzip von der vollstandigen Induktion) 

Sei no G N und fur alle n > hq seien A(n) Aussagen mit 

(i) A(no) ist wahr (Induktionsanfang) 

(ii) Vn > no : iA{n) ist wahr => A{n + 1) ist wahr) (Induktionsschritt oder -schluss ). 

Dann gilt: Vn > no : A{n) ist wahr. 

Beweis: 

Sei 5" := {x G N| a; > no A A{x) ist falsch }. 

Annahme: S ^ $. 

Dann gibt es ein kleinstes Element xq ^ S und somit gilt: xq > no A A{xq — 1) ist wahr. Somit 

folgt aus dem Induktionsschritt: A{xq) ist wahr, was ein Widerspruch zu xq ^ S ist. 

Q.e.d. 

Mit Hilfe des Prinzips von der vollstandigen Induktion kann man z.B. die folgenden Aussagen 
beweisen: 



Beispiele 2.1.8 

n 

1) Fiir alle n G N gilt: J2 i '■= 1 + 2+.. . + n 

i=l 

Beweis: 



n{n+l) 



Sei A(n) die Aussage: J2 "^ = ^2 — 

A(l) ist wahr (Induktionsanfang) , da gilt: X^ i = 1 und -^ — - = 1. 

Sei A{n) wahr. Dann ist auch A{n+ 1) wahr (Induktionsschritt), denn: 

V^ . ^. , ,^ n(n+l) ^ ^^ (n+l)(n + 2) 
^^ = ^^+(n+l) = ' ^ + (n + 1) = ^ ^ '-. 

Also ist A{n) f'iir alle n G N wahr. 

2) Fiir a; G Q (oder K; s. unten fiir die Definition) mit x ^ und x > —1 gilt fiir alle n G N 
mit n >2 : 

(1 + x)" > 1 + na; (Bernoullische Ungleichung, nach Jakob (I) Bernoulli, 27.12.1654 - 
16.8.1705). 

3) Definiere 

0! := 1 (Nullfakultdt) und 



n! := 1 • 2 • . . . • n =: Y\ i fiir n G N. 
Fiir k,n G Nq, < k < n, seien 



n\ n n — 1 n — k + 1 n! 



\kj ' 1 2 ■■■ k k\{n-k)\ 

die sogenannten „ Binomialkoeffizienten" (lies: „n iiber k"). Es folgt sofort: 

\kj \n-kj \kj \k + lj V^ + 1/ 

Fiir alle x, y G M und n G N yi/i die binomische Formel: 

Einfiihrung der rationalen Zahlen Q 

Eine „ rationale Zahl" — ein Element von Q — wird durcli einen Brucli - reprasentiert mit 
p £ Z und q G Z\ {0}, und jeder Brucli reprasentiert eine rationale Zahl. 

Zwei Briiche — und — reprasentieren dieselbe rationale Zahl, falls gilt: piq2 = P2I1] f wird mit 
p G Z identifiziert. 



Wir erinnern an die Definition einer (abelschen) Gruppe und eines Korpers: 

Definition 2.1.9 1) Eine Gruppe {G, o) ist eine Menge G mit einer Abbildung (Verkniipfung) 
o, o : [x,y) £ G X G >-^ X o y £ G, mit folgenden Eigenschaften: 

(i) Vx, y, z £ G : (x o y) o z = x o [y o z) (assoziativ) 
(a) BnGG VxGG: no x = x (neutrales Element) 
(Hi) \/x £ G 3y £ G : y o x = n ( inverses Element). 

2) Eine Gruppe G heifit „abelsch" (Niels Henrik Abel, 5.8.1802 - 6.4.1829) oder 
„ kommutativ" , falls gilt: Mx^y £ G : x o y = y o x. 

3) Sei K eine Menge, auf der zwei Verkniipfung en © und erklart sind: 
® : {x,y) £ G X G ^ X ® y £ G und Q : {x,y) £ G x G >-^ x Q y £ G . 

{K,(B,Q) heifit „Korper", falls (K,®) und (K \ {0},©) (0 bezeichnet hier das neutrale 
Element beziiglich der Verkniipfung ©) abelsche Gruppen sind und das Distributivgesetz 
gilt: 

Va;, y, z £ K : x Q {y ® z) = x Qy® x Q z. 

Wir erklaren wie iiblich in Q die Addition und die Multiplikation. 

Dann bildet (Q, +, •) einen Korper. 

Die Ordnung lasst sich iibertragen, und Q ist beziiglich dieser Ordnung vollstandig geordnet. 
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Wir definieren noch den Absolutbetrag einer rationalen Zahl: 

X , falls a; > 
Fiir a; € Q sei \x\ := { 

—X , falls a; < . 

Hilfssatz 2.1.10 Fur alle x,y £Q gilt: 

1) \x\ > 

2) \x ■ y\ = \x\ ■ \y\ 

3) \\x\ — ll/ll < |a; + j/| < \x\ + \y\ (Dreiecksungleichung) . 

Wir definieren abschliefiend (zunachst fiir Q, spater analog fiir K): 

Definition 2.1.11 Fiir a,b G <Q, a < b, definiere 
(a, 6) := {a; G Q| a < x < b}, [a, b] := {a; G Q| a <x < b}, 
[a, b) := {a; G Q| a < a; < 6} und (a, b] := {a; G Q| a < x < b}. 
Seien ferner Qt^ := {x G Q|x > (a; > 0)} und QZ,^ = {a; G Q|a; < (a; < 0)}. 

2.2 Reelle Zahlen 

Die bisher eingefiihrte Menge der rationalen Zahlen Q ist noch zu klein. Wir werden sie erweitern 

zur Menge der reellen Zahlen R. 

Mit der Menge der reellen Zahlen R bezeichnen wir einen voUstandig geordneten Korper, der Q 

mit dessen Ordnung enthalt und in dem das Vollstandigkeitsaxiom gilt. 

Bis auf Isomorphien (lineare und bijekte Abbildungen) ist R hierdurch eindeutig bestimmt (vgl. 

S. Lang, Analysis). 

Zur Formulierung des VoUstandigkeitsaxioms benotigen wir die folgenden Definitionen: 

Definition 2.2.1 Sei S CR. 

1) S heifit „von unten (oben) beschrankt" : -^^ 

3a G MVx e S : a < x {a > x); 
a heifit dann „untere (obere) Schranke von S". 

2) S heifit „beschrdnkt" , falls S von oben und unten beschrankt ist. 

3) c ^R heifit „grofite untere Schranke (kleinste obere Schranke) von S" oder 
„Infimum (Supremum) von S", falls gilt: 

i) c ist untere (obere) Schranke. 
a) Fiir alle unteren (oberen) Schranken a von S gilt: a < c {a > c) . 

(Schreibweise: inf S (sup S)). 
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Infima und Suprema sind eindeutig bestimmt. 

Das Vollstandigkeitsaxiom lautet nun: 

Axiom 2.2.2 (Vollstandigkeitsaxiom) Jede nicht leere von oben (unten) beschrankte Menge 
S reeller Zahlen besitzt ein Supremum (Infimum) in R. 

Bemerkungen 2.2.3 1) K ist echt grofier als Q: S := {a; G Q| < a; und x"^ < 2} besitzt 
kein Supremum in Q, welches „V2" ware. Es gibt jedoch x G K+ mit x^ = 2. 
Letzeres zeigt man, indem man beweist: 

a := sup S 
existiert und erfiiUt die Gleichung. 

2) Es wird nicht sup S G S (bzw. inf S £ S) gefordert, sondern nur die Existenz sup S £ R 
(bzw. inf 5* G M). 

Ist sup S (z S (bzw. infS" £ S ), so nennt man es „ Maximum" (bzw. „ Minimum") 
(Schreibweise: max S (bzw. min S)). 

3) Reelle Zahlen lassen sich durch rationale approximieren: 
Sei r G K. Dann gilt: Ve > 3g G Q : |r — g| < e. 

^) Es werden in der Vorlesung noch zwei weitere Zugange zu den reellen Zahlen angespro- 
chen werden: der Dedekindsche Schnitt (s. Ubungsaufgaben) und die Vervollstandigung der 
rationalen Zahlen mittels Cauchy-Folgen (s. 3. Merkblatt). 

5) Sei a G K mit: Vn G N < a < 1/n . Dann gilt: a = (d.h. es gibt keine reelle Zahl, die 
obere Schranke der natilrlichen Zahlen ist). 

2.3 Komplexe Zahlen 

Als letzte wesentliche Erweiterung fiihren wir nun noch die Menge der komplexen Zahlen C ein; 
in C ist es moglich, Gleichungen der Form „a:^ + 2 = 0" zu losen. 

Wir identifizieren C mit KxK und erklaren die beiden Rechenoperationen +, • fiir x = (a;i, a;2), y = 
(2/1,2/2) G R X K durch: 

x + y := {xi + yi, X2 + 2/2) („Vektoraddition") 
x-y := ixiyi-X2y2, xiy2 + X2yi). 

(C,+, •) wird damit zu einem Korper. 
Die neutralen Elemente sind: n_|_ = (0,0), n. = (1,0). 
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Das inverse Element bzgl. • zu x 7^ ist: - = ( t^, — iffe-j =: t^{xi, —X2), wobei der Absolut- 
betrag wie folgt definiert ist: 



\x\ := \Jx\+X2 („Vektorlange"). 
Der Absolutbetrag hat die liblichen Eigenschaften (s. Hilfssatz 2.1.10). 

Definiere fiir x = (a;i,a;2) G C: 

X := {xi,—X2) „konjugiert komplexe Zahl", 

Re X := xi „Realteil" und 

Im X := X2 „Imaginarteil". 

Dann gilt: 

Hilfssatz 2.3.1 Fiir x e C ist 

\x\ = \x\, |a;p = X ■ X, x ■ y = x ■ y, x = x, ^{^ ^ ^) = (Rea:,0) und 

i^{x — x) = (0,lma;). 

Wir schreiben fiir (r, 0) vereinfachend wieder r (dies ist moglich aufgrund der Einbettung der 

reellen Zahlen in die komplexen Zahlen vermoge der Abbildung r G K 1-^ (r, 0) € C). 

Sei ferner i := (0, 1) („imaginare Einheit"). Folglich ist fiir 

X G C : x=(a;i,a;2) = a;i(l,0) + a;2(0, l)=a;i + ix2. 

Da i ■ i = (—1,0) = —1 ist, wird die Gleichung „x^ = —2" gelost von x = ibi\/2. 

Bemerkung 2.3.2 Die Ordnungsrelation „<" ist nicht von K auf C iibertragbar. 
Der Absolutbetrag in C entspricht jedoch der Vektorlange in R^ = R x R, so dass sich 
und Aussagen des ndchsten Kapitels iibertragen lassen. 
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3 Folgen und Grenzwerte 

Im vorigen Kapitel haben wir gesagt, dass die reelle, aber nicht rationale Zahl v2 durch rationale 
Zalilen „approximiert" werden kann. Wir wollen hier die Begriffe „Folge", „Konvergenz" und 
„Grenzwert" prazisieren. 

Definition 3.1 Eine „Folge von Elementen einer Menge M" ist eine Abbildung von N nach M: 
n <-^ an- 

Ist M = C, so sprechen wir von einer „Zahlenfolge". 
Schreibweisen: (a„)„gN, {anjuen, (a„)„, {an}n,ian) oder {an}. 
Als Definitionsbereich einer Folge wahlt man oft auch Nq oder eine Teilmenge von N statt N. 

Im folgenden sei — falls nicht ausdriicklich anders erklart — M C K. 

Nach Augustin-Louis Cauchy (21.8.1789 - 23.5.1857) erklart man 

Definition 3.2 Eine Folge (an) heiJJt „Cauchy-Folge" (oder „Cauchy-konvergent" ) :<^ 
Ve > 3no G N Vn, m > uq : |a„ — a^l < e. 

Beispiele 3.3 



a-n ■= 


Cauchy-Folge? 


1 


ja 


1 

n 


ja 


n 


nein 


\/n 


nein 



Definition 3.4 Eine Zahl a heiJJt „Grenzwert" der Folge (an) :<^ 

Ve > 3no G N Vn > no : |a,i — a| < e. 
Schreibweisen : a„ — > a, a = lim a„ = lim a„. 

Definition 3.5 Eine Folge (an) heiJJt „konvergent": <^ 
(a„) besitzt einen Grenzwert. 
Eine Folge niit Grenzwert Null heifit „Nullfolge". 

Hilfssatz 3.6 

Eine konvergente Folge besitzt genau einen Grenzwert. 

Beweis: 

Seien a und a' Grenzwerte von (a„)„. Damit ist fiir beliebiges e > : 

\a — a'\ = \a — an + a^ — a'\ < |a — a„| + |a„ — a'| < e fiir n > max(no(a, e/2), no(a',e/2)). 

Q.e.d. 
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Hilfssatz 3.7 

Eine Cauchy-Folge (an) ist beschrankt, d.h. 
3c G ]R([ Vn G N : |a„| < c. 

Hilfssatz 3.8 

Eine konvergente Folge ist eine Cauchy-Folge. 

In K(C) gilt auch die Umkehrung von Hilfssatz 3.8 (K(C) ist vollstandig!), was wir nacli einiger 
Vorbereitung beweisen werden. 

Definition 3.9 1) Eine Folge (a„) heijit „monoton wachsend (fallend)" : <^ 
Vn : a„ < a„+i (a^ > a^+i)- 

2) Eine Folge (an) heijit „streng monoton wachsend (fallend)" :<^ 
yn : an < a^+i (an > a^+i)- 

Hilfssatz 3.10 Sei (a„) eine monoton wachsende (fallende) und beschrankte Folge. Dann gilt: 
an —> sup{ai, a2 . . .} (a„ —> inf{ai, 02, . . .}) 

Beweis: 

Wir beweisen die Aussage nur fiir eine monoton wachsende beschrankte Folge {an). Sei a := 

sup{ai, 02, . . .} (das Supremum existiert, da die Folge beschrankt ist). 

Dann gilt: Ve > 3no : a — e < a„Q < a (Definition von a.) 

Da {an) monoton ist, folgt hieraus: Ve > 3no Vn > no : a — e < a„ < a, 

bzw. \a — an\ < s. 

Q.e.d. 

Satz 3.11 

In K konvergiert jede Cauchy-Folge. 

Beweis: 

Sei {an) eine Cauchy-Folge. Insbesondere ist (a„) beschrankt (Hilfssatz 3.7), d.h. 

3K G R([ \/n: -K <an< K. 

Sei Cn := inf{a„, a^+i,...}; (c„) ist beschrankt durch K und monoton wachsend, also gilt: 

Cn—>C:= SUp{ci, C2, ...}. 

Wir zeigen: a„ -^ c. Es gelten: 

1. Ve > 3no \/n > no : |c„ — c| < e/3, 

2. Ve > 3ni Vn, m > ni : |a„ — a^l < e/3 und 

3. Ve > Vn 3fc(n) > n : |c„ — aun)\ < £/3 (dies folgt aus der Definition des Infimums). 
Hieraus folgt fiir alle n > n2 := max(no,ni) : 

\an - c\ < \an - a^n)\ + \ak{n) - Cn\ + \Cn - c\ < £ . 

Q.e.d. 
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Beispiele 3.12 1) Fiir p > gilt: a„ := ^p -^ 1 
Beweis: 

a) Der Fall p = 1 ist klar. 

b) Set p > 1. Dann ist 

^ = 1 + ft.„ mit hn > 0. 

Die Behauptung folgt nun aus: 

p = (1 + hnY > l + n- hn fiir n > 2 (s. Beispiele 2.1.8), d.h. 

< /i„ < 2^ ^ 0. 

c) Sei p < 1. Dann ist (s. b)) 

- = (1 + hn)"^ > 1 + n ■ hn mit h^ > , d.h. 

0<hn<'-^^0. 

2) Sei an := p'* fur p > 0. 
Dann gilt 

fl^ra ^ fiir 0<p<l, a^^l fiir p = 1 und a„ ^ oo fiir p > 1 . 

3) Es gilt: an '■= \fn -^ 1 und an '■= ^ ^ 0. 
Es gelten die folgenden Grenzwertsatze: 

Satz 3.13 Seien (an) und {hn) zwei Zahlenfolgen mit an ^ a und hn -^ b. Dann gilt: 
i) an + bn—> a + b. 
a) an ■ bn ^ a ■ b 



Hi) Falls h =/= und 

O-n/bn fur &n / 

fiir bn = 



dann gilt : Cn -^ a/b. 



iv) an ^ a, ^ |a„| ^ |a|. 

Man betrachtet haufig Teilfolgen von Folgen: 

Definition 3.14 1) Sei D C K und f : D ^ R eine Funktion. 

f heifit „(streng) monoton wachsend [bzw. (streng) monoton fallend]" : 4^ 
\/xi,X2 ^ D : Xi < X2 => f{xi) < f{x2) {f{xi) < f{x2)) 
[Va;i,a;2 (^ D : xi < X2 ^ f{xi) > {X2) if{xi) > /(a^s))]. 

2) Sei (an) eine Folge und ip : N ^ 'N eine streng monoton wachsende Funktion. Dann heifit 
n 1-^ a^tn) 6we „Teilfolge von (an)". 
Schreibweise: (a^) oder {an,.)keN (d.h. : n^ > n). 

Hilfssatz 3.15 Es gelten die folgenden Aussagen: 
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i) an konvergiert => Jede Teilfolge (a^) konvergiert. 
ii) an ^ a =^ a'n^a fiir jede Teilfolge (a^). 
in) (an) konvergiert, und es gibt eine Teilfolge (a^) mit a'^^a => an ^> a. 

Anwendung: VervoUstandigung der rationalen Zahlen 

Mit Hilfe des Begriffs der Cauchy-Folge werden wir nun eine zweite Methode zur Gewinnung 
der reellen Zahlen vorstellen. Die reellen Zahlen werden konstruktiv aus den rationalen Zahlen 
hergeleitet vermittels Aquivalenzklassen von Cauchy-Folgen (a„) mit a„ G Q. 

Wir definieren zunachst die Aquivalenzklassen; wir benotigen sie, da wir verschiedene Cauchy- 
Folgen, deren Differenz eine Nullfolge bildet, miteinander identifizieren wollen. 

Definition 3.16 1) Seien (an) und (bn) zwei Cauchy-Folgen rationaler Zahlen. Wir sagen 
„{an) ~ {bn) (d.h. (an) und (bn) sind aquivalent)" genau dann, wenn (an — bn) Nullfolge 
ist. 

Schreibweise: 
a := [{an)] := {(fera)| (bn) ist Cauchy-Folge in <Q und (a„) ~ (bn)}- 

2) Bezeichne A die Menge dieser Aquivalenzklassen. 

3) Die Operationen +, • aus Q iibertragen sich, d.h. fiir a,P G A, 
" = [{an)], P = [{K)], seien 

a + (3 := [{an + bn)] und a ■ (3 = [(a„ • bn)]- 

Hilfssatz 3.17 

(A, +, •) bildet einen Korper. 

Wir konnen wie folgt eine Ordnung auf A erklaren: 

Ist {an) keine Nullfolge, so existieren ein no € N und p £ <Q, p > 0, so dass fiir alle m > riQ gilt: 

an > p oder a„ < —p. Im ersten Fall sagen wir: [{on)] G A+, im zweiten Fall: [{an)] G A~. 

Wir erhalten somit die disjunkte Zerlegung A = A~ U {0} U A+, wobei wir abkiirzend fiir [(0)] 

schreiben. 

Fiir a, /3 G A sei dann a > /?, falls a — /3 G A+ usw. 

Auch der Absolutbetrag lasst sich iibertragen. 
Sei fiir a = [(a„)] : [a[ := [(|a„|)]. 
Dann gilt: 

Hilfssatz 3.18 Fiir a, (3 G A gilt: 

i) [a[ G A([ := A+ U {0}; |a| G A+ ^ a / 0. 
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ii) \a ■ j3\ = \a\ ■ \j3\ 
Hi) |a + /?| < |a| + |/3|. 

Q lasst sich vermoge der injektiven Abbildung 

/ : Q ^ A, q^ f{q) := [(g)] := [{q^)] mit g„ := g Vn G N. 
in A einbetten, wobei / die algebraischen Operationen +, •, die Ordnung und den Abstand erhalt. 
Wir identifizieren also Q mit {[{q)] : g G Q} C A (um Verwechslungen zu vermeiden, schreiben 
wir von nun an {qn)n statt (g„) fiir eine Cauchy-Folge rationale!" Zalilen mit niclit-konstanten 
Gliedern (?n G Q)- 

Analog obiger Definition von Cauchy-Folgen nennt man eine Folge (a„)„, «„ G A, Cauchy-Folge 
genau dann, wenn gilt: 

Ve > 3no G N \/m,n > no : \am — a-nl < [(s)]- 
Ebenso definiert man den Grenzwert einer Folge {an)n,C(n G ■'^• 

Hilfssatz 3.19 Elemente aus A lassen sich in folgendem Sinn durch Elemente aus Q approxi- 
niieren: 

Va G A Ve > 3q £ Q so, dass \a - [{q)]\ < [(e)]. 

Beweis: 

Seien a = [{an)] G A und qj := aj G Q fiir j G N. 

Dann existiert fiir jedes e > ein jo(e) G N, so dass fiir alle j > io(e) gilt: 
I a - [(?i)]l = {[{an - aj)n]\ = [(la^ - aj\)n] < [(e)]. 

Satz 3.20 

A ist vollstandig, d.h. jede Cauchy-Folge in A besitzt einen Grenzwert in A. 

Beweis: 

Sei {an)n eine Cauchy-Folge in A, etwa q;„ = [(fflnjOj] ™it a^j G Q. 

Zu n G N wahle j = j{n) G N so grofi, dass 

\an - [{qn)]\ < [(^)] fiir Qn ■■= a^jin) ist. 
Nun ist {qn)n eine Cauchy-Folge in Q, da fiir beliebiges e > gilt: 

I ([n ^m I _ I Q_n '^rife \ a^k '^mfc i ^m/c Qm \ 

— \Qn a^kl + \ank '^mfe | + \amk Qm\ 
1 1 

< — \- \ank — amk\ H 

n m 

< e fiir n,m und k geniigend grofi, 

und somit ist a := [{qn)n] £ ■'^• 

a ist der gesuchte Grenzwert von {an)n, denn: 

\a - a^l <\a- [{qn)]\ + \[{qn)] - a^l < |a - [{qn)]\ + ^ < e fiir n > ni(e). 
Q.e.d. 
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4 Reihen 

Wir fiihren in diesem Merkblatt den Begriff der „Reihe" ein und geben einige Konvergenzkrite- 
rien fiir Reihen an. 

Definition 4.1 Seien ai, 02, . . . Zahlen aus K (oder ggf. aus C). 

00 00 

1) Yl %■ (oder auch Yl %' /^^ k G Z) oder Y^j oder Y^j heiJJt „(unendliche) Reihe mit 
i=i j=k j 

den Summanden Oj ". 

n 

2) Sn := ai + . . . + On = Y o,j heifit „n-te Partialsumme". 

i=i 

3) X^flj heifit „konvergent" genau dann, wenn die Folge (s„) konvergiert. In diesem Falle 

00 
heifit s := lim s^ „Summe" der Reihe X^ a,- und wir schreiben: s = J2 Oj. 

4) J^'^j heifit ^divergent", wenn sie nicht konvergent ist. 

Eine Reihe kann hochstens dann konvergieren, wenn ihre Summanden eine Nullfolge bilden: 

Satz 4.2 

Y o,j konvergiert => (a^) ist Nullfolge. 

Die Umkehrung dieses Satzes gih jedoch nicht. So ist z.B. f ^ j eine Nullfolge, die „harmonische 

00 
Reihe" Y ^ divergiert jedoch. 

Wir betrachten nun die „geometrische Reihe": 

Satz 4.3 

00 
Die geometrische Reihe Y 1'' konvergiert fiir \q\ < 1 und divergiert fiir \q\ > 1. 

i=o 

Beweis: 

Die Behauptungen folgen fiir q ^ 1 aus s„ = -^ — (der Fall g = 1 ist klar). Fiir |g| < 1 ergibt 

sich somit: 

00 . 

Fiir \q\ > 1 ist q^ keine Nullfolge, was die Divergenz der Reihe impliziert. 
Q.e.d. 

Ein erstes Konvergenzkriterium ist das der „absoluten Konvergenz". 

Definition 4.4 

Die Reihe X^a-,- heifit „absolut konvergent", wenn Yl l^l konvergiert. 

Satz 4.5 

Wenn eine Reihe Y %' absolut konvergent ist, so ist sie auch konvergent. 
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Beweis: 

Fiir o.B.d.A. (ohne Beschrankung der Allgemeinheit) n > m ist 

n n 

\sn-Sm\ = \ E ffljl < E |aj| < e fiir n,m > no(e). 

j=m+l j=m+l 

Q.e.d. 



i-iy 

i 
dem folgenden Satz ist sie konvergent. 



Die Umkehrung gilt jedoch nicht; so konvergiert die Reihe Yl — ■ nicht absolut, aber nach 

i 



Satz 4.6 (Leibniz-Kriterium) 

Eine alternierende Reihe E% ^'^ ^ (d.h. mit reellen Summanden wechselnden Vorzeichens) 
konvergiert, wenn {\aj\)j eine monoton fallende Nullfolge ist. 

Beweis: 

Sei o.B.d.A. a2j > und a2j-i < fiir j G N. 

Dann ist die Folge {s2m)m monoton fallend und nach unten beschrankt, denn: 

S2m+2 = S2m + (a2m+i + ^2^+2) < 52m, da 02^+1 < und \a2m+i\ > a2m+2 sind, und fiir alle 

m € N ist S2m > si- 

Analog zeigt man: {s2m-i)m ist monoton steigend und nach oben beschrankt. 

Die beiden Folgen konvergieren also (Hilfssatz 3.10) und zwar gegen einen gemeinsamen Grenz- 

wert, s genannt, da |s2m ~ 52^,-1! = |<J2m| ~^ fiir m -^ 00. 

Dies bedeutet die Konvergenz der Folge (s„)„ gegen den Grenzwert s. 

Q.e.d. 

Ein weiteres Konvergenzkriterium ist das „Majorantenkriterium". 

Definition 4.7 Seien E ^n ^'^'^ E^n Reihen mit nichtnegativen Gliedern und es gelte: 

Vn G N : < a„ < 6„. 

Dann heiJJt E ^n „Minorante" zu J^^n, und J^^n heifit „Majorante" zu E^^n- 

Satz 4.8 (Majorantenkriterium) 

E \0'n\ habe eine konvergente Majorante. Dann konvergiert E ^n absolut. 

Das Majorantenkriterium liefert weitere wichtige Konvergenzkriterien, z.B. durch Vergleich mit 
der geometrischen Reihe. 

Satz 4.9 (Quotientenkriterium) 

Es gelte: 3q £ (0, 1) 3A: G N \/n > k mit a^ ^ : 

l^^ii^l < q. 
Dann konvergiert E ^n absolut. 
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Beweis: 

oo 
Fiir n > k,an ^ und m G N ist |a„_|_m| ^ '/'"lo^ral- Somit hat Yl l^fe+il die 

oo . j=0 

konvergente Majorante \ak\ Yl 1'' ■ 

3=0 

Q.e.d. 

Satz 4.10 (Wurzelkriterium) 

Es gelte: 3q G (0, 1) 3k € N \/n > k : ^/\a^\ < q. 
Dann konvergiert Y (^n absolut. 

Diese Kriterien sind hinreichend, aber nicht notwendig, wie das folgende Beispiel zeigt: 

Beispiel 4.11 Sei ((s) := J2 ~ die Riemannsche Zetafunktion. 
Es gilt: ((s) konvergiert fiir s > 1 und divergiert fiir s < 1. 

Wir untersuchen hier nur den Fall s = 2. Dann sind weder das Wurzel- noch das Quotienten- 
kriterium anwendbar, da 



flji+i 



n 



1 



(n+l)2 (l + l/n)2 

1 
-^= -^ 1; 



1 und 



"n^ 



jedoch ist die Folge s^ monoton wachsend und nach oben beschrankt, da 

n n ^ / 



i=2- 



i=2 



i=2 



n-1 



= 1+ E i-Ei = l + l--<2, 
i=l J=2 

und somit konvergent. 

°° 1 2 

(Es gilt: E ~ = iT' *■ Merkblatt 9 zur Theorie der Fourierreihen.) 
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5 Elemente der Topologie und der Funktionalanalysis 

Wir werden uns in diesem Kapitel mit allgemeinen Mengen und moglichen Strukturen, die diese 

Mengen tragen konnen, beschaftigen. 

Im Abschnitt 5.1 fiihren wir den Begriff „Kardinalitat" ein, der einen „Gr66envergleich" ermoglicht. 

Die Abschnitte 5.2 - 5.4 behandeln „metrische Raume". Metrische Raume miissen keine Vek- 

torraumstruktur tragen, aber es ist dennoch moglich, in ihnen Abstande zu messen. So konnen 

wir auf metrischen Raumen Cauchy-Folgen etc. erklaren, und wir definieren und diskutieren 

spezielle Eigenschaften von Mengen wie „Abgeschlossenheit" oder „Kompaktheit". 

Im letzten Abschnitt dieses Kapitels betrachten wir Vektorraume, fiir die eine „Norm" oder ein 

„Skalarprodukt" gegeben ist. 

5.1 Machtigkeit von Mengen 

Eine mogliche Eigenschaft von Mengen ist ihre „ Machtigkeit", ihre „Gr66e". 

Definition 5.1.1 1) Seien A und B zwei Mengen. Existiert eine bijektive Abbildung von A 
auf B, so sagt man, dass A und B dieselbe „Kardinalzahl" („Kardinalitat") haben, oder 
auch, dass A und B „gleichmachtig" oder „aquivalent" sind. 
In diesem Falle schreiben wir A ~ i?. ~ ist eine Aquivalenzrelation. 

2) Sei A eine Menge. A heifit 

i) „endlich", falls ^4 ~ oder A ~ {1, . . . , n} fur ein n G N, 
a) „unendlich" , falls A nicht endlich ist, 
Hi) „abzahlbar" , falls ^4 ~ N oder falls A endlich ist 
iv) „uberabzahlbar" , falls A nicht abzdhlbar ist. 

Beispiel 5.1.2 

n/2 n gerade 



Z ~N, da f :n ^Z,n 

I 7 

2 

eine Bijektion auf Z ist. Insbesondere ist Z abzdhlbar. 



^ n ungerade 



Bemerkung 5.1.3 Obiges Beispiel zeigt, dass eine unendliche Menge einer echten Teilmenge 
dquivalent sein kann; bei endlichen Mengen ist das unmoglich. 

Satz 5.1.4 

Seien An, n G N, abzdhlbare Mengen. Dann ist auch M := [j An abzdhlbar. 

new 
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Beweis: 

Da An ~ N ist, konnen wir die Elemente von An als Folge {anj)j mit paarweise verschiedenen 

Gliedern anordnen. 

Wir ordnen nun die Elemente von M wie folgt an: 

an 

«2iai2 

031022013 

wobei mehrfach auftretende Elemente nur einmal aufgefiihrt werden. Also ist M hochstens 

abzahlbar und wegen Ai C M ist M unendlich und somit abzahlbar. 

Q.e.d. 

Insbesondere interessieren die Mengen Q und K. 

Satz 5.1.5 Es gilt 

i) Die Menge der rationalen Zahlen Q ist abzahlbar. 
a) Die Menge der reellen Zahlen R ist uberabzahlbar. 

Beweis: 

zu i) Fiir rationale Zahlen g € Q liaben wir die Darstellung: 
q = —, wobei m G Z und n G N sind. 

Die Abzalilbarkeit von Q folgt nun aus der Abzahlbarkeit von Z x N. 
Q.e.d. 

zu ii) Wir fiiliren einen Widerspruchsbeweis. 

Annahme: Es gebe eine Anordnung {ai, 02, . . .} von [0, 1] C K. 

Die Zahlen a„ mogen die Dezimaldarstellung (vgl. 6. Merkblatt) 

00 
a„ = 0, bnibn2 ■ ■ ■ mit < bnj < 9, j G N, haben, d.h. an = Yl bnjW~^ . 

i=i 

f 1 fiir bjj / 1 
Sei c := 0, C1C2 . . . mit Cj := < 

[ 2 fiir b,, = 1. 

Dann ist c ^ Un Vn G N, da sich c von a„ an der n-ten Stelle unterscheidet: c„ ^ b^n- 
Damit hat die Annahme zu einem Widerspruch gefiihrt, d.h. R ist iiberabzahlbar. 
Q.e.d. 

Die Grundidee des obigen Beweises wurde zuerst von Georg Cantor (3.3.1845 - 6.1.1918) benutzt 
und ist als Cantorsches Diagonalverfahren bekannt. 

Bemerkungen 5.1.6 
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1) Bei endlichen Mengen, A ~ {1, . . . ,n}, spricht man von der Kardinalzahl =ff=A = n, bei 

^4 ~ N : =ff=A = 'Rq (Aleph (R), der erste Buchstabe des hebraischen Alphabets) 
und fiir 

yl ~ K : =ffA = R. (Machtigkeit des Kontinuums). 

Die sogenannte „Kontinuumshypothese" besagt, dass es keine Menge mit einer Kardinal- 
zahl „zwischen" Rq und R. gibt. Nach Ergebnissen von Kurt Godel (28.4-1906 - 14-1-1978) 
und Paul Joseph Cohen (*2. 4-1934) ist diese Hypothese aus den Axiomen der Mengenlehre 
weder zu beweisen noch zu widerlegen. 

2) Bezeichne fiir eine Menge A V{A) die Potenzmenge von A, das heiJJt die Menge aller 
Teilmengen. 

Dann gilt: 7'(N) ~ R. 

Fiir endliche Mengen ist ^V{A) = 2#"^. In diesem Sinn ist R = 2^°. 

5.2 Metrische Raume 

Wir konnen den „Abstand" zweier Zahlen a und 5 (z.b. a,b G K) voneinander mit Hilfe des 
Absolutbetrags \x — y\ messen. Wir wollen hier dieses Konzept des „Abstandes" auf „metrische 
Raume" iibertragen, die insbesondere keine Vektorraumstruktur haben miissen, d.h. in denen 
der Ausdruck „x — y" nicht erklart ist. 

Definition 5.2.1 Sei X eine Menge. Dann heifit d : X x X ^ Rq „Metrik auf X'' : <^=^ 
\txi,X2,Xs G X: 

(i) d{xi,X2) = d{x2,xi) 

(a) d{xi,X2) = <^ xi = a;2 

(Hi) d{xi,X2) < d{xi,X3) + d{x3,X2) (Dreiecksungleichung). 

Definition 5.2.2 

Eine Menge X mit einer Metrik d heifit „metrischer Raum (X, d) ". 

Wir kennen bereits einige Beispiele fiir metrische Raume: 

Beispiele 5.2.3 1) Definiere fiir x = (xi, . . . ,Xn), j/ = (yi, . . . ,2/„) G K** 



di{x,y) := \x - y\ := Jj2ixi - ViY , 

n 

d2{x,y) := E \xi - yi\, 

i=l 

ds{x,y) := max \xi — yi\ und 

i=l,...,n 

di{x,y) := y/\x - y\. 

{R",di), i = 1, ... ,4, sind metrische Raume. 
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2) ([0, 1], d) mit d{x, y) := \x — y\ fiir x,y £ [0, 1] ist ein metrischer Raum. 

3) Set X eine beliebige Menge. Definiere die „diskrete Metrik" 

{1 X / V 

X = y. 
{X, d) ist ein metrischer Raum. 

Wir konnen in metrischen Raumen Kugeln und Cauchy-Folgen erklaren: 

Definition 5.2.4 Seien {X,d) ein metrischer Raum, xq G X und r > 0. 
Dann heifit 

B{xo, r) := {x G X\ d{x, xq) < r} 
„Kugel (Ball) um xq mit Radius r ". 

Definition 5.2.5 Sei {X,d) ein metrischer Raum. 

1) Eine Folge (xn) in X heifit „Cauchy-Folge" : <^ 
Ve > 3noVn,m > no : d{xn,Xm) < £■ 

2) X £ X heifit „Grenzwert" der Folge (xn) ■' ^ 
Ve > 3no Vn > no : d{xn, x) < s. 

3) X heifit „vollstdndig" genau dann, wenn jede Cauchy-Folge in X einen Grenzwert in X 
besitzt. 

Wir konnen zwei metrische Raume miteinander identifizieren, wenn sie isometrisch sind. 

Definition 5.2.6 Zwei metrische Raume {X,dx) und (F, dy) heifien „isometrisch", wenn eine 
bijektive Abbildung f : X ^ Y existiert mit der Eigenschaft: 
Va;i,a;2 G X : dx{xi,X2) = dy(/(a;i),/(x2)). 

Ahnlich wie bei dem Prozess der VervoUstandigung der rationalen Zahlen iiber Aquivalenzklassen 
von Cauchy-Folgen zu K konnen auch allgemeine metrische Raume vervollstandigt werden. 
Zur Formulierung dieses Ergebnisses benotigen wir noch die folgende Definition: 

Definition 5.2.7 

Sei {X,dx) ein metrischer Raum und sei Xq C X. 
Xq heifit „dicht in X " :<^ ^x £ X Ve > Bxq G Xq mit dx{x, xq) < e. 

Es gilt: 

Satz 5.2.8 

Sei (X, dx) ein metrischer Raum. Dann gibt es einen vollstdndigen metrischen Raum (Y, dy) 
und einen dichten Teilraum (Yajdy) von Y, so dass gilt: {X,dx) und (Ioj^y) sind isometrisch. 
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Wir schliefien diesen Abschnitt mit dem sehr haufig angewendeten „Banachschen Fixpunktsatz" 
(Stefan Banach, 30.3.1892 - 31.8.1945). Dieser Satz gibt ein hinreichendes Kriterium fiir die 
Losbarkeit der „Fixpunktgleichung" T{x) = x in allgemeinen metrischen Raumen. 

Definition 5.2.9 

Seien (X, d) ein metrischer Raum und T : X ^ X eine Abbildung. T heifit „ kontrahierend" 
: -^Bke [0,l)\/x,y€X : d{T{x),T{y)) < kd{x,y). 

Satz 5.2.10 Seien (X,d) ein vollstdndiger metrischer Raum und T : X ^ X eine kontrahie- 

rende Abbildung. 

Dann gibt es genau ein x G X mit : T{x) = x. 

Ferner gilt fiir xq G X beliebig, Xn := T{xn-i) fur n = 1,2, .. . : d{xn,x) < j^d{xi,XQ). 

Beweis: 

1. Wir zeigen zunachst, dass (a;„) eine Cauchy-Folge ist, wobei Xn wie in der Formulierung 
des Satzes definiert sei. 

Es gilt: 

< (fc'^+'"-i + . . . + /fe'^) d{xi,xo) 
= k'^{k"'-^ + ... + l)d{xi,xo) 

oo 

<k^{j: k^)d{xi,xo) 

< Y3^ d{xi,XQ) -^ fiir n ^ oo unabhangig von m. 

2. X ist vollstandig; die Cauchy-Folge (a;„) konvergiert somit gegen einen Grenzwert x £ X. 
Wir zeigen: x ist Fixpunkt, d.h. T{x) = x. 

Es ist 

d{x, T{x)) < d{x, Xn) + d{Xn, T{x)) = d{x, Xrr) + d{T {Xr,-l) ,T{x)) 

< d{x,Xn) + k d{xn-i,x) -^ fiir n -^ oo, 
und somit ist d{x,T{x)) = 0. 

3. Der Fixpunkt x ist eindeutig, denn fiir einen weiteren Fixpunkt x wiirde gelten: 
d{x,x) = d{T{x),T{x)) < kd{x,x) fiir k G [0,1), und somit muss d{x,x) = sein. 

4. Die behauptete Fehlerabschatzung folgt sofort aus der im 1. Schritt bewiesenen Abschatzung. 
Q.e.d. 

Wir geben nun noch ein Anwendungsbeispiel fiir den Banachschen Fixpunktsatz an: 
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Beispiel 5.2.11 Das Ziel ist die Berechnung von v2 mit Hilfe des Banachschen Fixpunktsatzes. 
Seien X := [1,2], d : X x X ^ W^ , {x,y) h-, \x - y\ die Metrik und T : X ^ R, 
X 1-^ Tx := X + c(2 — x"^) fiir c / beliebig. Ein Fixpunkt der Abbildung T lost offenbar die 
Gleichung: 2 — x^ = 0. Es gilt: 

i) {X, d) ist ein vollstandiger metrischer Raum. 

a) T ist eine Abbildung nach X fiir c G [0, 2]- 

Hi) T ist kontrahierend fiir c G (0, 2), da fiir xi,X2 € [1, 2] 
\T{xi) - T{x2)\ = \xi - X2\ ■ \1 - c{xi + X2)\ ist. 
Das bedeutet, dass fiir c G (0, ^) die Voraussetzungen des Banachschen Fixpunktsatzes erfiillt 
sind und die Folge x^ := Txn-i, xq G [1,2] beliebig, gegen den eindeutigen Fixpunkt x = \/2 
konvergiert. 

Wahlen wir c = 3, so ergibt si ch fiir die Kontraktionskonstante k = t^, und die Fehlerabschdtzung 
liefert (wenn wir bei xq = 1 beginnen) fur den zehnten Iterationsschritt: 

\V2 - x^o\ < Ukr ■ 

5.3 Reelle Punktmengen 

In diesem Abschnitt werden wir noch einige Begriffe aus der Theorie metrischer Raume einfiihren 

und sie gegebenenfalls auf reelle Punktmengen spezialisieren. 

In diesem Abschnitt bezeichne durchgangig {X,d) einen metrischen Raum. 

Definition 5.3.1 i) x G M C X heifit „innerer Punkt" von M : -^ 
3e > : B{x,e) C M. 

a) M C X heifit „offen" : ^ 

M besteht nur aus inneren Punkten. 

Hi) Seien M C X und xq £ X. xq heifit „Haufungspunkt von M" (kurz: HP) : <^ 
Ve > 3a; G M, x ^ xq : x £ B{xo,e). 

iv) Xq G M C X heifit „isolierter Punkt von M": <^ 
3e > : (B(a;o,£)\{xo})nM = 0. 

v) M C X heifit „abgeschlossen" : <^ 

alle Hdufungspunkte von M gehoren zu M . 

vi) Sei M C X. Dann heifit 

M := M U {a;o G X| xq HP von M} „Abschluss von M in X ". 

vii) Sei M C X . Dann heifit M'^ := X\A'I das „Komplement von M in X ". 
Beispiele 5.3.2 
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i) R ist in K offen und abgeschlossen. 
ii) (0, 1] ist in R weder offen noch abgeschlossen. 

Das Komplement offener Mengen ist abgeschlossen und umgekehrt. 

Satz 5.3.3 

M C X ist offen <^ AI'^ ist abgeschlossen. 

Beweis: 

i) Wir zeigen zunachst durch Widerspruch: M C X offen =^ M'^ abgeschlossen. 

Annahme: Es gibt einen Haufungspunkt xq von Af^, der nicht in M'^ liegt, d.h. xq G M. 
Da M offen ist, existiert ein £ > mit B{xo,e) C M. Somit kann xq kein HP von M'^ 
sein. Widerspruch. 

ii) Wir zeigen nun: M*^ abgeschlossen => M offen. 

Sei Xq £ M = X\M''. Da M"^ abgeschlossen ist, ist xq kein HP von M'^ und somit existiert 
ein e > mit B{xo,e) C M. 

Q.e.d. 

Definition 5.3.4 «J Sei AI C X.xq £ X heifit „Randpunkt von M" (Schreibweise: 
„ xo G dM") :^ Ve > 3a; G B{xo,e)nM und 3y G B{xo,e) DW. 

ii) Max heifit „beschrankt" : ^ 3r > Bxq G X : M C B{xo,r). 

Beispiel 5.3.5 Sei M := (0, 1] U {2} C R; M ist cine beschrankte Menge. 

(0,1) ist die Menge der inneren Punkte, [0,1] die der Haufungspunkte, {0,1,2} die der Rand- 

punkte, {2} die der isolierten Punkte und M = [0, 1] U {2}. 

Definition 5.3.6 U C X heifit „Umgebung des Punktes xq £ X" (Schreibweise: „U{xq)") : <^ 
3e > : B{xo,e) C U. 

Satz 5.3.7 

Sind U C X und V C X Umgebungen des Punktes xq G X , so auch U CiV . 

Satz 5.3.8 

Seien xi,X2 £ X, xi=/= X2. Dann existieren Umgebungen U{xi) und U{x2) mit 
U{xi)r\U{x2) = %. 

Beweisidee: 

Wahle fiir q := d{xi,X2) und i = 1,2 : U{xi) := B{xi, q/2). 



Bemerkung 5.3.9 

AUgemeine topologische Raume (s.u. zur Definition topologischer Raume), in denen die Aussage 
des obigen Satzes gilt, heifien „Hausdorff-Raume"; die Forderung nach der Existenz von dis- 
junkten Umgebungen zu zwei verschiedenen Punkten heifit „ Hausdorffsches Trennungsaxiom" 
(nach Felix Hausdorff, 8.11.1868 - 26.1.1942). 

Satz 5.3.10 

1) Die beliebige Vereinigung offener Mengen ist offen. 

2) Der Durchschnitt endlich vieler offener Mengen ist offen. 

Bemerkungen 5.3.11 

1) Es gilt nicht: Der Durchschnitt beliebig vieler offener Mengen ist offen; zum Beispiel ist 

1 °° 

fiir X = R,i en und Mi := (0, 1 + i) der Durchschnitt f] Mi = (0, 1] nicht offen. 

i=l 

2) Aus obigem Satz folgt natilrlich sofort: 

i) Die Vereinigung endlich vieler abgeschlossener Mengen ist abgeschlossen. 
a) Der beliebige Durchschnitt abgeschlossener Mengen ist abgeschlossen. 

Fiir die Menge der reellen (oder der komplexen) Zahlen gilt der folgende wichtige Satz von Bolza- 
no & Weierstrafi (Bernard Bolzano, 5.10.1781 - 18.12.1848: Karl Tlieodor Willielm Weierstrafi, 
31.10.1815- 19.2.1897). 

Satz 5.3.12 (Bolzano &: Weierstrai3) 

Jede unendliche beschrdnkte Menge M reeller (komplexer) Zahlen besitzt mindestens einen 
Hdufungspunkt. 

Beweis: 

Seien xi^X2, . . ■ Punkte aus M mit Xi / Xj fiir i ^ j und c„ := inf{a;„, x^+i, . . .}. Dann ist (c„) 

eine monoton wachsende und beschrankte Folge und somit fiir n ^ oo konvergent gegen den 

Grenzwert c := sup{ci, C2, . . .} € K. Es gibt hochstens ein jq G N mit Xj^^ = c. Streiche dieses Xj^ 

aus der Folge (xi). Dann ist c ein Haufungspunkt von M, denn es gilt: 

Vn Ve > 3xk, k > n : \xk — c„| < e/2, 

Ve > 3no : |c„g — c\ < e/2 und somit 

Ve > 3/c > no : \xk - c\ < \xk - Cno| + \cno - c| < e, a;^ / c. 

Q.e.d. 

Obiger Beweis schreibt sich kiirzer mit der folgenden Definition: 

Definition 5.3.13 

Seien a„ G K fiir n G N. 
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1) Set (an) nach oben beschrankt. 

Dann heifit lima„ := limsup{a„, a^+i, . . .} 

n — ^oo 

der „ limes superior" der Folge (a„). 

2) Sei {an) nach unten beschrankt. 

Dann heifit lim a„, := liminfjan, ffln+i, • • •} 
der „ limes inferior" der Folge (a„). 

Bemerkung 5.3.14 

Es gilt: (an) konvergiert <^ lim a„ = lirna^ = lim a„. 

n— »oo 

Wir haben in diesem Abschnitt vor der Spezialisierung auf die reellen (komplexen) Zahlen me- 

trische Raume betrachtet. 

Wir wollen nun noch allgemeinere Raume, namlich „topologische Raume", definieren. 

Definition 5.3.15 Seien X cine Menge und T C V{X) ein System von Teilmengen von X. 
Dann heifit T „Topologie" auf X oder {X,T) „topologischer Raum" :<^ 

i) 0,XGr. 

a) Sei A cine beliebige Indexmenge und seien Ox G ^ fur A G A. Dann ist [j Ox G T. 

xeA 

Hi) Fur alle Oi, O2 G T ist Oi n O2 G T. 
Die Elemente O ^T heifien „(bzgl. T) offene Mengen". 

Beispiele 5.3.16 

1) Tt := {0,M} : triviale (grobste) Topologie. 

2) T^ := V{M) : diskrete (feinste) Topologie. 

3) Fur einen metrischen Raum {X,d) ist T := {V C X\ V ist offen in X } cine Topologie. 
Insbesondere ist somit jeder metrische Raum auch ein topologischer Raum. 

5.4 Kompakte Mengen 

Wir werden in diesem Abschnitt den Begriff „kompakte Mengen" fiir metrische Raume definieren 
und diskutieren. In K lassen sich kompakte Mengen besonders leicht charakterisieren. 
Doch zunachst zur Definition: 

Definition 5.4.1 Seien {X,d) ein metrischer Raum, A cine beliebige Indexmenge, Ux furX G A 

offene Teilmengen von X und U := U '-^A- 

AeA 

1) Dann heifit U „offene tfberdeckung von M (Z X" : -^ 

yx e M 3X e A : X e Ux- 
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2) U enthdlt eine ^^endliche Teiluberdeckung von Af " :<^ 

n 

3nGN 3ii,...,i„ G A : MC U ^i,-- 

i=i 

Definition 5.4.2 S'e* (X,d) em metrischer Raum. Ad C X heiJJt „koTnpakt", wenn jede offene 
(jberdeckung U von M eine endliche Teiluberdeckung enthalt. 

Bemerkungen 5.4.3 1) Die oben definierte Eigenschaft heifit auch „Heine-Borel-Eigenschaft' 
(Heinrich Eduard Heine, 16.3.1821 - 21.10.1881; Emile Borel, 7.1.1871 - 3.2.1956). 

2) Offensichtlich ist jede endliche Menge kompakt. 

Wir beweisen zunachst ein notwendiges Kriterium fiir Kompaktheit, das fiir X = K (im allge- 
meinen aber nicht) auch hinreichend ist. 

Satz 5.4.4 

In einem metrischen Raum (X, d) ist eine kompakte Menge beschrankt und abgeschlossen. 

Beweis: 

Seien M C X kompakt und xq G M. Dann ist IJ B{xo,n) eine offene Uberdeckung von M. Da 

M kompakt ist, geniigen endiich vieie Kugein B{xo,n) zur Uberdeckung von M; dies bedeutet 

aber: 3no G N : M C B{xo,no), und somit ist M beschrankt. 

Wir zeigen nun: X \ M ist offen. 

Sei X G X \ M. Dann gibt es fiir alle m G M ein £„ > so, dass B{x,Sm) H B{m,em) = 0- Da 

M C U B{m,£jn) und M kompakt ist, existieren ein A; G N und nij G M,j = l,...,k, so, 

mEM 

k 

dass M C U B{mj,£mj)- 

i=i 
Sei e := minjemj, . . . ,Sm,,} > (hier geht die Kompaktheit von M ein). Dann gift: 

k k 

B{x,£) = n B{x,£m^) ist offen und {B{x,£) n M) C U {B{x,£) n B{mj,£^.)) = 0, d.h. 

i=i ' i=i 

B{x,£) CX\M. 

Q.e.d. 

Die Umkehrung dieses Satzes ist i.a. faisch, wie das foigende Beispiel zeigt: 

Beispiel 5.4.5 Sei X eine unendliche Menge und d die auf X erklarte diskrete Metrik, d.h. 

1 fiir X ^ y 

d:XxX->W^,{x,y)^l 

I fiir X = y . 

X ist beschrankt, da fiir ein festes y £ X und beliebiges x £ X d{x, y) < 1 gilt. Als ganzer Raum 
ist X auch abgeschlossen. Da B(x, 2) = {x} ist, gilt: X = [j B(x, 2); also ist [j B(x, j) eine 

xEX xEX 

offene (jberdeckung, die keine endliche Teiluberdeckung enthdlt. 
Es gift jedoch: 
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Hilfssatz 5.4.6 

Sei {X,d) ein metrischer Raum. Abgeschlossene Teilmengen von in {X,d) kompakten Mengen 
sind kompakt. 

Beweis: 

Seien K C X eine kompakte, A C K eine abgeschlossene Menge und {Mx}xeA (fur eine be- 
liebige Indexmenge A) eine offene Uberdeckung von A. Dann ist {M;^|A G A} U {X \ A) eine 
offene Uberdeckung von K; fiir diese existiert eine endliche Teiliiberdeckung, die somit auch A 
iiberdeckt. Falls X \A zu dieser dazugeliort, konnen wir sie zur Uberdeckung von A weglassen. 
Q.e.d. 



Wir betrachten nun speziell den Raum K" mit der Metrik 

d : R" X R" ^ R([, {x, y) ^ d{x, y) := \x - y\ 






wobei X =: (^i,...,^„) und y =: {t]i, . . . jijn) seien. Unser Ziel ist eine Charakterisierung der 
kompakten Mengen in (R",d). 

Im R" betrachten wir „ abgeschlossene Intervalle" J, die wie folgt definiert sind: 
J:={x= (6, . . . ,U e IR"I «i < ^i < Pj, j = 1, . . . ,n} 
fiir gegebene aj,Pj mit — oo < aj < Pj < oo. 

Hilfssatz 5.4.7 (Intervallschachtelung) 

Ist (Ji) eine Folge abgeschlossener Intervalle im R" mit 

oo 

Ji D Ji+i, i G N, so gilt: f] Ji y^ <i>. 

i=l 

Beweis: 

Sei o.B.d.A. n = 1. Wahle fiir jedes i G N Xi £ Ji; sei o.B.d.A. Xi ^ Xj fiir i ^ j. (xi) ist eine 
beschrankte Folge und besitzt somit nach dem Satz von Bolzano & Weierstrafi (Satz 5.3.12) 
eine konvergente Teilfolge, die wir (x^) nennen wollen; ihr Grenzwert heifie xq (xq ist HP von 

{xi,X2, ...}). 

oo 

Annahme: xq ^ f] Ji. 

i=l 

Dann gibt es insbesondere ein /c G N mit xq ^ J^; also gilt Vm > k : xq ^ J^ und sogar 
3e > Va; G Jm '■ \x — xo\ > e. Dies ist aber ein Widerspruch zur Konvergenz von (x'^) gegen 

Xq. 

Q.e.d. 

Hilfssatz 5.4.8 

Sei J ein abgeschlossenes Intervall im R". Dann ist J kompakt. 
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Beweis: 

Seien J = {x = Hi, ■ ■ ■S.n) G K'*! c^i < ■Ci < A, « = 1, • • • , ?^} und 

S := Jt {I3j - ajf (d.h. yx,yeJ:\x-y\<d). 

Annahme: Es gebe eine offene Uberdeckung {Mx}\eA von J, die keine endliche Teiliiberdeckung 

besitzt. 
Wir teilen J nun in 2" abgeschlossene Intervalle Qi, die alle die halbe Kantenlange von J haben. 
Mindestens eine dieser Mengen Qi kann nach unserer Annahme nicht endlich iiberdeckt werden; 
wir nennen diese Ji. 

Nun unterteilen wir Ji wiederum in 2"^ Intervalle Qi mit lialber Kantenlange, walilen ein nicht 
endlich liberdeckbares abgeschlossenes Intervall J2 mit halber Kantenlange von Jiund fahren 
analog fort. 
Wir erhalten eine Folge {Ji)i^iq von abgeschlossenen Intervallen mit folgenden Eigenschaften: 

i) Ji D Ji+i 

ii) yx,y £ Ji:\x -y\< ^ 

iii) Ji ist nicht endlich iiberdeckbar. 

00 
Nach Hilfssatz 5.4.7 existiert ein z £ f] Ji- Ferner existiert ein Xq £ A : z G M\^] da M^^ offen 

ist, gibt es ein r > mit B{z, r) C M;s^^. Ist io so grofi, dass 7^ < r ist, so ist Ji^ C M;s^^, was in 

Widerspruch zur nicht endlichen Uberdeckbarkeit aller Ji steht. 

Q.e.d. 

Wir konnen nun die gewiinschte Charakterisierung kompakter Mengen in K" beweisen. 

Satz 5.4.9 

Filr M C K" sind aquivalent: 

(i) M ist beschrankt und abgeschlossen. 

(ii) M ist kompakt. 

(iii) Jede unendliche Teilmenge von M hat einen Haufungspunkt in M . 
Beweis: 
Zu: (i) ^ (ii) 

Es existiert ein abgeschlossenes Intervall J mit M d J . J ist kompakt (Hilfssatz 5.4.8) und nach 
Hilfssatz 5.4.6 sind abgeschlossene Teilmengen kompakter Mengen kompakt. 
Zu: (ii) ^ (iii) 

Annahme: Sei E eine unendliche Teilmenge von M ohne Haufungspunkt in M . 
Dann existiert fiir alle m £ M ein e^ > mit 

. |m| fiir m £ E 

B{m,em)nE ' 

sonst 

33 



E wird folglich von keiner endlichen Teilmenge von IJ B{m,em) iiberdeckt und somit auch 

meM 

M nicht. Widerspruch zur Kompaktheit von M. 



Zu: (iii) => (i) 

Annahme: M ist unbeschrankt. 

Insbesondere gibt es dann fiir alle n G N ein Xn € M mit \xn\ > n. (x„) hat jedoch keinen HP 

in K'*, was ein Widerspruch zu den Voraussetzungen (iii) ist. 

Annahme: M ist nicht abgeschlossen. 

Dann existiert ein HP 2: € K" \ M der Menge M. Also existiert fiir jedes n G N ein Xn G M mit 

\xn — z\ < -. {xi,X2, ■ ■ .} ist eine unendliche Teihiienge von M mit einzigem HP z ^ M. Dies 

ist ein Widerspruch zu der Voraussetzung. 

Q.e.d. 

5.5 Normierte Raume und Hilbertraume 

Wir betrachten nun Raume, die mehr Struktur aufweisen als z.B. nur metrische Raume, insbe- 
sondere algebraische Struktur. Wir erinnern zunachst an den Begriff eines „Vektorraums": 

Definition 5.5.1 Seien X eine Menge und K ein Korper und es seien auf X Abbildungen 

+ : X X X ^ X, {x,y) h^ X + y und 

■ : K xX ^ X, {X,x)^ X-x 
erklart, so dass (X, +) eine abelsche Gruppe ist und fiir alle a,P £ K und x,y £ X gilt: 

i) a{x + y) = ax + ay 

a) (a + (i)x = ax + (3x 
iii) a{[3x) = {aj3)x 
iv) 1 ■ x = X (wobei 1 das bzgl. der Multiplikation neutrale Element von K bezeichnet). 

Dann heifit X „Vektorraum iiber K". 

Wir werden in dieser Vorlesung grundsatzlich nur K = R oder K = C betrachten, wofiir wir 

auch IK schreiben. 

Beispiele fiir Vektorraume sind: 

R"- iiber R(n > 1), 

^(liber R oder C) und 

00 
f := {x = (6,6, --OUi £ ^i Oder C), J2 |6|^ < 00} (iiber R (oder iiber R oder C)). 

Auf Vektorraumen konnen wir nun Normen betrachten (vgl. den Absolutbetrag in R): 
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Definition 5.5.2 Sei X ein Vektorraum iiber K. Eine Abbildung 

heiJJt „ Norm auf X ", wenn gilt: 
(i) Va: G X : ||a;|| = <^ a: = 

(ii) Va £K,x £ X : ||q; • a;|| = |a| ||a;|| 

(in) Vx, J/ £ X : ||a; + y|| < ||a;|| + ||y||. 
{X, II • II) heifit dann „normierter Raum". 

Bemerkung 5.5.3 

Jeder normierte Raum wird mitd : X xX -^ Rq , (x, y) \-^ d{x, y) := \\x—y\\ zu einem metrischen 
Raum. In diesem Sinne sind Begriffe wie Cauchy-Folge, VoUstdndigkeit, . . . zu verstehen. 

Definition 5.5.4 

Ein vollstdndiger normierter Raum heifit „Banachraum". 

Eine zusatzliche Struktur kann auf einem Vektorraum durch ein „Skalarprodukt" gegeben sein. 

Definition 5.5.5 Sei X ein Vektorraum iiber K. Eine Abbildung 

{■,■) :X xX ^K 
heifit „ Skalarprodukt (kurz: SKP)" oder „inneres Produkt", wenn gilt: 

(i) \/x, y, z £ X Va, (3 £K : {ax + Py, z) = a{x, z) + P{y, z) 

(ii) \/x, y £ X : 

\ {y,x) furK = R 

[ (y, x) fiir K = C 

(Hi) ^x £ X : {x,x) >0 und es gilt : {x,x) = ^ x = 0. 
Beispiele sind: 

n 

M'^mit {x,y) := E ^iVi, 

i=l 
n 

C"- mit {x,y) := Yl ^iW oder 

i=l 

oo oo 

l^ mit {x,y) := J2 ^iVi bzw. {x,y) = J2 UWi- 

i=l i=l 

Jeder Vektorraum mit SKP ist auch ein normierter Raum, wobei 

II • II : X ^ Kq", x \-^ \\x\\ := J {x,x). 
Zum Nachweis, dass die so definierte Abbildung die Dreiecksungleichung erfiillt, benotigen wir 
die Cauchy & Schwarzsche Ungleichung (Hermann Amandus Schwarz, 25.1.1843 - 30.11.1921): 
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Satz 5.5.6 (Cauchy &: Schwarzsche Ungleichung) 

Seien X ein Vektorraum und (•, •) ein SKP. Dann gilt fiir alls x,y £ X: 

\{x,y)\ < \\x\\ ■ \\y\\. 

Beweis: 

Sei o.B.d.A y / 0. Definiere a := ||?/||^ > 0, /3 := —{x,y). 

Dann gilt: 

< {ax + l3y,ax + /3y) = \a\'^\\x\\'^ + aj3{x,y) + aP{y,x) + |/3p||j/|P 

= lly|lMll2/ll^l|a;|P - \{x,y)\'^}, also ist 
\\y\\^-\\x\\^-\{x,y)\^>0. 
Q.e.d. 

Hilfssatz 5.5.7 

Seien X ein Vektorraum und (•, •) ein SKP. Dann ist die Abbildung 

II • II : X ^ Rq , X \-^ \\x\\ := \/{x,x) eine Norm. 

Besonders interessant sind die „Hilbertraume" (David Hilbert, 23.1.1862 - 14.2.1943). 

Definition 5.5.8 

Ein Vektorraum mit Skalarprodukt, der beziiglich der induzierten Norm ein Banachraum ist, 
heifit „Hilbertraum". 

Wir geben abschliefiend noch einige leicht zu beweisende Eigenschaften eines Skalarproduktes 
an: 

Hilfssatz 5.5.9 Seien X ein Vektorraum, (•, •) ein Skalarprodukt auf X und || • || die vom SKP 

induzierte Norm. 

Dann gilt fiir alle x,y G X : 

1) Satz von Pythagoras (von Samos, ~ 580 - 500 v. Chr.): 

{x,y) = ^ ||a; + 2/||^ = ||2;|p+ ||y|p. 

2) Parallelogrammgleichung: 

\\x + y\\^ + \\x - yW^ = 2(||a;|p+ ||2/|p). 

3) Polarisation 



a) fiir K=R: {x,y) = l{\\x + y\\^ - \\x - y 



|2> 



b) fiir IK=C: {x,y) = -t(\\x + yW^ — \\x — yW^ + i\\x + iyW^ — i\\x — iyW^) . 
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6 Erganzungen und Beispiele 

6.1 Darstellung von Zahlen 

Zum praktischen Hantieren mit den reellen Zahlen ist eine geeignete Darstellung besonders 
wiclitig. 

Zur Geschichte 

Die altesten Darstellungen erfolgten durcli Steine, Perlen oder Knoten. Dabei war der Zahlbegriff 
nocli niclit abstrakt gefasst. Die Babylonier benutzten etwa ab 2000 v. Clir. das Sexagesimalsy- 
stem (lieute hat die Stunde noch 60 Minuten und der Kreis 360 Grad). Schon friih gab es Systeme 
zur Basis 10 (Dezimalsystem), 12 (heute noch: ein „Dutzend") und 20 (vgl. frz. „quatre-vingts"). 
Es gab zur kiirzeren Schreibweise Striche mit Fiinferbiindelung, bei den Griechen die Zeichen 
A=10, H=100, X=1000 und bei den Romern V=5, X=10, L=50, C=100, D=500, M=1000. 
Ein wesentlicher Fortschritt gegeniiber solchen Systemen wurde durch die Erfindung des Stel- 
lenwertsystems (der Babylonier) erreicht, das wir noch heute benutzen. Es gibt Einer, Zehner, 
Hunderter usw. Jetzt war auch das schriftliche Rechnen moglich. Die Ziffern 0-9 stammen von 
den Indern und wurden von den Arabern nach Europa gebracht. 

Das Dezimalsystem 

Die rationalen Zahlen Q entsprechen den periodischen Dezimalbriichen. So ist zum Beispiel 

^ = 0,142857. 

Begriindung: 

Jeder Bruch entspricht einer periodischen Dezimalzahl, da sich nach endlich vielen Divisionen 

ein Rest wiederholen muss . 



Sei umgekehrt a = 0, aia2 . . . a^ 6162 . . . 6^ eine periodische Dezimalzahl, also ist 

a = 1{]-''{A + B 10-'*(1 + lO"' + lO-^'* + •••)} 

= 10-'^{^+Iol^}, 
und somit ist a G Q. 

Wir schliefien die Periode 9 aus, um die Mehrdeutigkeit 1 = 0,9 zu vermeiden. 
Die Irrationalzahlen K \ Q entsprechen den nicht periodischen Dezimalbriichen. An dieser Dar- 
stellung sieht man auch, dass Q dicht in K ist. 

Das Dual- und das Hexadezimalsystem 

Durch die Entwicklung moderner Computer sind Dualzahlen und Hexadezimalzahlen wichtig 
geworden, d.h. Darstellungen zur Basis 2, was den 2 moglichen Stellungen „ein" oder „aus" 
eines Schalters entspricht, und zur Basis 16 = 2^. 
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Im Dualsystem hat man die einfachsten „Emsundems-Tafeln" bzw. „Einmaleins-Tafeln", namlich 
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Beispiele 6.1.1 1) Die MultipUkation „7 ■ 3" schreibt sich im Dualsystem wie folgt: 



111 • 11 



111 
1110 



10101 



2) Die Division „l/3" schreibt sich im Dualsystem 



1 : 11 = 0,01 
100 

- 11 
1 

Die kleinste Informationseinheit (ein/aus bzw. ja/nein bzw. 0/1) heifit ein „bit". 

Es sind 

1 byte := 8 bit 



1 Kbyte := 2^*^ byte = 1024 byte : „Kilobyte" 

1 Mbyte := 2^° byte = 1048576 byte : „Megabyte". 



6.2 Die Zahl e 



Wir definieren e := V -7. 

n=0 

Da ^^^i^ = ^^^ < ^ < 1 fiir a„ := ^ ist, konvergiert die Reihe (Quotientenkriterium). 

Eine Berechnung liefert e = 2, 718281821459 . . . 

Die Bezeichnung „e" stammt (ebenso wie die Bezeichnung „7r") von Euler (Leonhard Euler, 

15.4.1707-18.9.1783). 

Satz 6.2.1 

Die Zahl e ist irrational. 

Beweis: 

n oo 

j=l i=n+l 

Es gilt die folgende „Restgliedabschatzung": 

1^1 1 1 



(n+l)!^^Jn + 2y - (n+1)! 1-^ 

n + 2 1 

< 



(n + l)!(n +1) n ■ n\ ^ 

und somit die Fehlerabschatzung: < e — s„ < ^— f. 
Fiir bn := (e — s„) ■ n ■ n\ folgt also: 
< 5„ < 1 und e = ^ + s„. 

Annahme: e ist rational, d.h. e = p/g fiir p, q' G N. 
Fiir n := q ist somit 



e=-=:r^+EiT. 



9 Q-q! 



Multiplikation dieser Gleichung mit q\ ergibt 

p.(q-l)l='f + qlj:j,. 

j=o 
g J 

Da p ■ (q — 1)\ und ql J2 ^ a-us N sind, aber — < 1 ist, muss diese Gleichung falsch sein. 

j=o ^- '^ 

Q.e.d. 

(Irrationale) Zahlen werden unterteilt in „algebraische" und in „transzendente" Zahlen. 

Definition 6.2.2 1) Seien n G N, Qj £ Z fiir j = 1, . . . , n und a„ / 0. Dann heifit 
P„ : R ^ R, x^ Pn{x) := a^x"^ + an-ix""'^ + . . . + ao 
ein „Polynom n-ten Grades mit Koeffizienten aj ". 
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2) Eine Zahl xq £ R heifit „algebraisch" , wenn es eine natiirliche Zahl n und ein Polynom 
n-ten Grades gibt, so dass gilt: Pn{xo) = 0. 

3) Eine Zahl xq G IR heijit „transzendent" , wenn sie nicht algebraisch ist. 



Beispiele 6.2.3 1) Alle rationalen Zahlen sind algebraisch, denn die rationale Zahl xq = p/q 
ist Nullstelle des Polynoms Pi{x) = qx — p. 

2) Die Zahl \/2 ist Nullstelle des Polynoms P2{x) := x^ — 2 und ist somit algebraisch. 

3) e (und tt) sind transzendent. 

Fur e wurde diese Aussage von Charles Hermite (24-12. 1822-14-1-1901), fiir n von Carl 
Louis Ferdinand von Lindemann (12.4-1852-6.3.1939) bewiesen. 
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7 Funktionen einer reellen Veranderlichen 

Wir beschaftigen uns in diesem Abschnitt mit Funktionen 

f : D CR^R; 
wir ordnen ihnen Eigenschaften wie „Stetigkeit" und „Differenzierbarkeit" zu und beweisen 
Aussagen fiir Funktionen mit diesen Eigenschaften. 

7.1 Stetige Funktionen 

Wir batten in Merkblatt 3 in Definition 3.f4 „streng monotone Funktionen / : I? C K ^ K" 
definiert. Fiir diese gilt: 

Satz 7.1.1 

Seien 5*, T C K und f : S ^ T eine streng monotone Funktion. Dann existiert f~^ und ist 
wiederum streng monoton. 

Beispiele 7.1.2 

1) Die Funktion f : R ^ Rq , x \-^ f{x) := x'^ ist streng monoton fallend in (— oo,0] und 
streng monoton wachsend in [0,oo). 

2) Die Funktion 

f X fiir X GQDlO, 1] 

/ : [0,f] CR^R, a;^/(a;) := <^ -^ i , j _ 

[ f - a; fiir X £[0,1]\'Q 

ist bijektiv, aber nicht monoton. Strenge Monotonie ist also nur ein hinreichendes, aber 
kein notwendiges Kriterium fiir die Umkehrbarkeit einer Funktion. 

3) Die Sprungfunktion f-R -^ R, x >-^ [x], wobei [x] := max{^ G Z\ z < x} die „Gaufiklammer 
von x" bezeichnet, ist monoton, aber nicht streng monoton und nicht umkehrbar. 

Wir werden uns in dieser Vorlesung mit verschiedenen Unterraumen des Vektorraums der Funk- 
tionen einer reellen Veranderlichen beschaftigen. 

Definition 7.1.3 Seien S,T C R und J^{S,T) die Menge aller Abbildungen f : S —> T. Wir 
erklaren fiir f,gG ^{S, T) : 

if + 9){x) := f{x) + g{x) und 

{af){x) := a ■ f{x) fiir a GK. 
Damit wird J-{S,T) zu einem Vektorraum uberK. 



Bevor wir den Unterraum der stetigen Funktionen einfiihren, wollen wir noch einige andere 
Beispiele fiir Unterraume angeben. 
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Beispiele 7.1.4 

1) Die Menge 

B{S,T) := {/ G ^(S, T)\3c = c{f) > : Vx G S : \f{x)\ < c} 
ist der Unterraum der „beschrdnkten Abbildungen" . 

2) Die Menge 

L{S,T) := {/ G HS,T)\3c = c(/) > Vx,y G 5 : \f{x) - /(j/)| < c\x - y\} 

ist der Unterraum der „Lipschitz-beschrankten (oder: Lipschitz-stetigen)" Funktion (be- 

nannt nach Rudolf Otto Sigismund Lipschitz, 18.5.1832 - 7.10.1903). 

3) Die Menge aller Polynome bildet einen Unterraum. 

4) Die Menge aller monoton wachsenden Funktionen bildet keinen Unterraum. 
Nun jedoch zum Unterraum der stetigen Funktionen: 

Definition 7.1.5 

/ G J='{S, T) heifit „stetig in xq £ S " :<^ 
V£>0 35 >0 \fx£S, \x-xo\<5: \f{x)-f{xo)\<e. 

Bemerkung 7.1.6 

Nach obiger Definition ist f G J-'{S,T) „unstetig in xq G S", wenn gilt: 
3e > V5 > 3x£S, \x - xo\ < 5 : \fix)-f{xo)\>e. 

Beispiele 7.1.7 

1) Die Funktion / : K ^ Rq , x \-^ f{x) := \x\ ist stetig in alien xq G M, da \f{x) — f{xo)\ = 
\\x\ — la^oll < \x — xo\; wahle also 6 := e. 

2) Die „Heaviside-Funktion" (nach: Oliver Heaviside, 18.5.1850 - 3.2.1925) 

{1 fur a; > 

fur a; < 

ist unstetig in xq = 0, denn fiir jedes x < 0, \x\ < 5 ist \f{x) — f{xo)\ = 1. 
Der Punkt xq = ist cine „ Sprungstelle" der Heaviside-Funktion. 

{sin 1/x fiir x ^ 

fiir X = 

(wir werden die Sinus -Funktion spater noch einmal definieren). 

Wir zeigen die Unstetigkeit dieser Funktion in xq = 0. 

Sei Xn '■= (2,^ I iw /""^ '^ ^^ Qfofi, dass \xn\ < 5 fiir ein gegebenes 5. Dann ist 

\f{xn) - f{xo)\ = \sm^-^7r\ = 1. 
Diese Funktion „oszilliert fur x ^ 0". 
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. l/x fur X ^ 

4) Sei f: (-1,1)^ R, x^fix):-- \ ' 

fiir X = {] 

Die Funktion f ist unstetig in xq = 0; fiir x ^ ist 

\f{x)-f{xo)\ = \'-\>l. 

Im Punkt Xq = ist die Funktion f „ singular". 

Definition 7.1.8 

Fine Funktion f G J-'{S,T) heifit „stetig in S", wenn sie in alien Punkten x G S stetig ist. 
Schreibweise: C{S,T) := C°{S,T) := {/ G J'{S,T)\f ist stetig in S }. 

C{S,T) ist mit der in Definition 7.1.3 erklarten Addition und skalaren Multiplikation ein Vek- 
torraum. 

Wir gehen nun auf den Zusammenhang zwischen der Definition der Stetigkeit und des Grenz- 
wertbegriffs ein. 

Definition 7.1.9 

Sei a ein Haufungspunkt von S und f G J-'{S,T) oder f G J-'{S \ {a},T). 
Dann heifit b £ T „Grenzwert von f an der Stelle a (b = lim fix)) " :<^ 
y{xn)neN i^it Xn € S \ {a} fur alle n aus N und Xn ^ a : lim fixn) = b. 

n — >oo 

Bemerkung 7.1.10 

In obiger Definition ist nicht gefordert, dass f in a definiert ist, insbesondere muss nicht gelten: 
f{a) = b. 

Beispiel 7.1.11 

{x^ fiir a; ^ 

7 fiir X = Q. 

Dann ist lim f{x) = ^^ /(O). 

x— »0 

Aufierdem istWm f{x) = 1 der „ linksseitige Grenzwert"; f ist in x = 1 nicht erkldrt . 

X /\ 

Es gilt der folgende Zusammenhang: 

Satz 7.1.12 

Sei f G J-'(S,T). Dann gilt: f ist in xq G S stetig <^ lim f(x) = /(xq). 

X — >Xo 

Beweis: 

Zu beweisen ist nur etwas fiir den Fall, dass xq Haufungspunkt von S ist. Sei also xq HP von S. 



Sei Xn ^ S Vn G N mit lim a;„ = x, d.h. : 

n — >oo 
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\f6 > 3no{d) no := nQ{6) \/n > uq : |x„ — xo\ < 6. 

Da / stetig in xq ist, gilt aufierdem 

Ve > 35{e)>0 \fx £ S mit \x - xo\ < 5{e) : \f{x) - f{xo)\ < e. 

Zu e > wahle nun n{6{e)) so grofi, dass fiir alle n > n{5{e)) 

\xn — xq\ < 5{e) ist, also \f{xn) — fixo)\ < £■ Dies ist aber gerade die Behauptung. 

)) ^ • 

Annalime: / ist niclit stetig in xq, d.li. 

3e > \/6 > 3x, x / xq, \x — xo\ < 6 : \f{x) — f{xo)\ > e. 
Fiir 5 := ^ folgt liieraus: 3{xn), x^ / a^o, |a;„ - xo\ < ^ : \f{xn) - f{xo)\ > e. 
Dies ist jedocli ein Widersprucli zur Voraussetzung. 
Q.e.d. 

Der eben bewiesene Zusammenhang zwischen Stetigkeit und der Existenz eines Grenzwertes 
kann aucli zur Definition einer stetigen Erganzung einer Funktion genutzt werden. 

Definition 7.1.13 

Sei f G J-'(S,T), set a i S ein Haufungspunkt von S und existiere lim f(x) =: f(a). 

X — ra 

Die fortgesetzte Funktion 

{fix) fiir X £ S 

lim f(x) fiir x = a 

heifit „stetige Erganzung" der Funktion f. Existiert nur der Grenzwert fiir x > a (bzw. x < a), 
so sprechen voir von einer „ stetigen Erganzung von rechts (bzw. von links)". 

Satz 7.1.12 liefert ein niitzliches Stetigkeitskriterium. So sieht man sofort ein: 

Hilfssatz 7.1.14 

Seien f G J-'{S,T) und g G J-'{T,U), und sei f stetig in xq £ S und g in f{xo) G T. Dann ist 
die Verkniipfung g o f stetig in xq. 

Wir beweisen nun einige allgemeingiiltige Aussagen iiber stetige Funktionen. 

Satz 7.1.15 

Seien X C K kompakt und f G C{K,'R). Dann ist der Wertebereich R{f) kompakt, insbesondere 
ist f also eine beschrdnkte Funktion. 

Beweis: 

i) Wir zeigen: R{f) ist beschrankt. 

Annahme: R{f) ist unbeschrankt. d.h. insbesondere: Vn G N 3xn G K : \f{xn)\ > n. 
Wahle aus der Folge {xn) eine gegen einen Grenzwert xo G K konvergente Teilfolge (x'^) 
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aus, was wegen der Kompaktheit von K moglich ist. 

Dann gilt fiir n > no := 2 + [|/(a;o)|] : 

|/«) - /(:ro)| > \f{x'^)\ - \f{xo)\ >n- |/(xo)| > 1, 

was im Widerspruch zur Stetigkeit von / in Punkt xq steht. 

ii) Wir zeigen: R{f) ist abgeschlossen. 

Sei yo Haufungspunkt von R{f); sei {xn),Xn G K, eine Folge mit f{xn) -^ yo- Wahle aus 
dieser Folge eine gegen einen Grenzwert xq ^ K konvergente Teilfolge (x^) aus. Dann gilt 
fiir n — > oo: 

yo ^ /«) ^ /(xo), d.h. 2/0 G R{I). 

Q.e.d. 

Aus diesem Satz folgt sofort, dass eine stetige Funktion auf einer kompakten Menge ilire Ex- 
tremwerte annimmt. 
Wir definieren: 

Definition 7.1.16 

Sei f G J-'{S,'R) von oben (unten) beschrankt und sei I C S. 

1) Dann heifit 

sup f{x) := sup{y|3a; € I : y = f{x)} (inf /(x) := mf{y\3x e I :y= f{x)}) 
xei ^^-f 

das „Supremum (Infimum) von f in I". 

2) Dann heifit 

M := max/(x) (m := min/(2;)) 

das „Maximum (Minimum) von f in I" wenn gilt: 

i) M = sup f{x) (m = inf f{x)) und 

ii) 3x0 e I : fixo) = M (/(xo) = m). 



Zur Illustration des Unterschieds zwischen einem Supremum und einem Maximum ein 

Beispiel 7.1.17 

{— a;^ fiir a; ^ 

-1/2 furx = 

Dann ist 

sup f{x) = 0, das Supremum wird jedoch nicht als Maximum angenommen, und 

xes 

inf f{x) = min/(a;) = —1. 

xES xES 

Folgerung 7.1.18 

Seien K CR kompakt und f G C{K,R). Dann existieren max/(x) und min/(a;). 
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Beweis: 

Die Behauptung folgt sofort aus der Kompaktheit von R{f). 

Q.e.d. 

Stetige Funktionen nehmen nicht nur ihre Extremwerte an, sondern auch alle Zwischenwerte. 

Satz 7.1.19 (Zwischenwertsatz) 

Seien I := [a,b] C K und f G C(/,]R) mit f{a) < und f{b) > 0. Dann existiert ein xq G {a,b) 
mit f{xo) = 0. 

Beweis: 

Definiere M := {x G [a,6]|/(a;) < 0}. Offensichtlich ist M eine nichtleere beschrankte Menge. 

Sei xq := sup M. 

i) Annahme: /{xq) < 0. 

Wahle e so, dass < e < — ii|°i und 5(e) > so, dass fiir a; G / mit \x — xo\ < 6 : 
\f{x) — f{xo)\ < e ist. Dann ist (insbesondere) fiir x := xq + 5/2: 
fix) = fix) - fixo) + fixo) < e + fixo) < ^ < 0, 
was im Widerspruch zur Definition von M steht. 

ii) Annahme: /(xq) > 0. 

Dann existiert eine Folge a;„ G M mit x^ ^> x und /(a;„) -^ fi^o) fiii' n ^ oo und 
fixn) < 0; also muss fixo) < sein, was der Annahme widerspricht. 

Q.e.d. 

In allgemeiner Formulierung lautet der Zwischensatz wie folgt: 

Satz 7.1.20 

Seien I := [a,b], f G C(/,K) und z £R mit /(a) < z < fib). Dann gibt es ein xq G (a, &) mit 
fixo) = z. 

Beweis: 

Die Funktion g, definiert vermoge gix) := fix) — z fiir x G I, erfiillt die Voraussetzungen von 

Satz 7.1.19. Sei xq G ia,b) die Nullstelle von g; dann ist fixo) = z. 

Q.e.d. 
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Wir werden nun gleichmafiig stetige Funktionen definieren. Ein Beispiel fiir diese sind die Holder- 
stetigen Funktionen (Otto Holder, 22.12.1859 - 29.8.1937). 

Definition 7.1.21 

Eine Funktion f G J-'{S,M.) heifit „H older- stetig zum (mit) Holderexponenten a G (0, 1] ", wenn 
gilt: 

3c> 0\/x,y€ S : \f{x)-f{y)\ <c|a;-y|". 
Schreibweise: f G C°'°(5',]R). 

Fiir a = 1 erhalten wir den bereits bekannten Raum der Lipschitz-stetigen Funktionen. 

Definition 7.1.22 

Eine Funktion f G C(S', K) heifit „gleichmafiig stetig in S" 
:^\fe>0 36>0 \fxoe S \fx, \x - xo\ < 6 : \f{x) - f{xo)\ < e. 

Beispiele 7.1.23 

SeiS := (0,1). 

1) Die Funktion /, f{x) := x"^ ist gleichmafiig stetig in S , denn: 
\f{x) - fixo)\ < 2\x - a;o| < £ fur \x - xo\ < 6 := |. 

2) Die Funktion f,f{x) := - ist stetig, aber nicht gleichmafiig stetig inS . 
Beweis: 

Zu zeigen ist: 3e > V(5 > 3x, y £ S, \x — y\ < 6 : \f{x) — f{y)\ > s. 
Wahle e := 1, n>l, Xn= \, y^ := ^; dann ist \xn - Vnl = ^ < ^ 
und \f{xn) - f{yn)\ = n > 1. 

Fiir gleichmafiig stetige Funktionen gilt: 

Satz 7.1.24 

Sei die Funktion f : S ^ T gleichmafiig stetig. Dann kann sic stetig auf S fortgesetzt werden. 

Beweis: 

Seien a ^ S ein Haufungspunkt von S und (x„),a;„ G S, eine Folge mit x^ ^> a fiir n — > cxd. 

i) Beh: f{a) := lim/(a;„) existiert. 
Bew: 

Da (xn) konvergiert und / gleichmafiig stetig ist, gilt: 
V5 > 3ni{d) Vn, m > ni{6) : \xn — Xm\ < S und 

Ve > 35{e) > Vx„,a;m G S, \xn - x^\ < 6{s) : |/(a;„) - /(x^)| < s also 
Ve > 3no(e) yn,m > no(e) : |/(a;„) - /(x^)] < s fiir no(e) := ni{6{s)). 
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ii) Beh: / ist in S wohldefiniert. 
Bew: 

Seien (xn) und (x*) Folgen in S mit a;„ — > a ^ a;* und f{x^) -^ b* , f{xn) -^ b fiir n — > cx). 
Dann ist 
\b-b*\<\b- /(x„)| + |/(x*) - /«)| + \f{x-J -b*\<s fiir n > no(e). 

Die Stetigkeit von / in a ist klar. 
Q.e.d. 

Umgekehrt gilt auch: 

Satz 7.1.25 

Seien K CR kompakt und f G C{K,R). Dann ist f gleichmafiig stetig in K. 

Beweis: 

Annahme: / ist nicht gleichmafiig stetig, d.li. 

3e > V(5 > 3a;, y G K, \x - y\ < 5 : \f{x) - f{y)\ > e. 
Somit existieren fiir 6 := - Zalilen Xn,yn G K mit 

\Xn -yn\ <}l und \f{Xn) - f{yn)\ > £• 

Walile konvergente Teilfolgen (x^) und (j/^) aus, die gegen den Grenzwert z G K konvergieren 

(dies ist moglich aufgrund der Kompaktlieit von K). 

Definiere nun fiir n G N : Z2n-i '■= Vn, ^2n := x'^- Dann gilt Zn ^ z fiir n ^ oo und 

3e > Vno 3n, m > no : \fizn) - fizm)\ > £, 
namlich z.B. n := no, m := no + 1. 

Das bedeutet aber, dass {f{zn)) keine Cauchy-Folge ist, was der Stetigkeit von / widerspricht. 
Q.e.d. 

Nun soil die Stetigkeit der Umkehrabbildung einer stetigen Funktion untersucht werden. 

Wir batten in Satz 7.1.1 bereits das hinreichende Kriterium der strengen Monotonie fiir die 

Existenz einer Umkehrfunktion gefunden. Fiir stetige Funktionen gilt auch die Umkehrung: 

Satz 7.1.26 

Ist f G C([a,6],K) injektiv, so ist f streng monoton. 

Beweis: 

Sei o.B.d.A. /(a) < f{b). Dann ist /(a) = min /, denn wenn es ein c G [a, b] gabe mit /(c) < /(a), 

la,b] 

SO gabe es nach dem Zwischenwertsatz ein d G [c,b] mit f{d) = f{a), was der Injektivitat der 

Funktion widersprache. 

Wenn es nun a;i,a;2 G [a,6],a:i < X2, mit f{xi) > f{x2) gabe, so wiirde wiederum ein z G [a, a;i] 

existieren mit J{z) = f{x2), was der Injektivitat der Funktion widersprache. 

Q.e.d. 



Fiir die Umkehrabbildung einer stetigen Funktion gilt nun: 

Satz 7.1.27 

Seien 5 C K offen und f £ C{S, K) eine injektive Funktion. Dann ist die Abbildung f~^ : R{f) -^ 
S stetig. 

Beweis: 

i) Sei zunachst S kompakt. 

Annahme: /~^ ist nicht stetig in yo = f{xo)- 

Wahle dann y^ = f{xn) G R{f) so, dass jy^ - ?/| < ^ und \f~^{yn) - f~^{yo)\ > e fiir 
ein gegebenes e > ist. Wahle aus (a;„) = f~^{yn) eine konvergente Teilfolge (x^) aus; sei 
X £ S ilir Grenzwert. Es ist x / xq, da la;' — xqI > e, aber f(x) = lim f(x') = yo = f(xo), 

n — >oo 

was der Injektivitat der Funktion widerspriclit. 

ii) Sei nun S offen. 

Zu yo = f{xo) G R{f) wahle [a,b] C S mit xq G {cL,b). Es folgt die Stetigkeit von f~^ im 
Punkt yo aus dem ersten Teil des Beweises. 

Zum Abschluss dieses Abschnittes liber stetige Funktionen geben wir noch eine zur Stetigkeit 
aquivalente Bedingung an (die haufig auch zur Definition von Stetigkeit benutzt wird). 

Satz 7.1.28 

Sei S CR offen und f : S ^ R eine Abbildung. Dann sind aquivalent: 

1) f€C{S,R). 

2) U CR offen =^ f~^{U) ist offen. 

Beweis: 

,,1^2": 

Seien U CR offen, xq G f~^{U) und yo G U mit f{xo) = yo- Wahle e > so, dass B{yo,£) C U 

ist. Aus der Stetigkeit von / folgt: 

36>0 \fx e B{xo,6) : f{x) G B{yo,£) und B{xo,5) C S. 

Also ist B{xo,d) C f~^{U), und soniit ist f~^{U) offen. 

,,2^1": 

Seien yo €R und e > 0. Dann ist f~^{B{yo,£)) nach Voraussetzung offen. d.h. 

Ve > Vxo G f-\Biyo,e)) 36 > : B{xo,5) C f-\B{yo,e)). 

Also gilt: Ve > 3(J>0 Vx G S(a;o,(5)n5' : f{x) € B{yo,£). 

Dies ist aber gerade die Definition von Stetigkeit. 

Q.e.d. 
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7.2 Funktionenfolgen 

In diesem Abschnitt beschaftigen wir uns mit Funktionenfolgen und untersuchen, inwieweit sich 

die Eigenschaften der Glieder einer konvergenten Funktionenfolge auf die Grenzfunktion iiber- 

tragen. 

Nach Definition 3.1 ist eine „ Funktionenfolge" eine Abbildung von N nach J-'{D,R),n i-^ /„, 

wobei D CR sei. 

Wir unterscheiden punktweise und gleichmafiige Konvergenz einer Funktionenfolge: 

Definition 7.2.1 

1) ifn)n heifit „in D punktweise konvergent" oder einfach „konvergent" : 44> 
Va: G -D : fn{x) konvergiert in D. 

2) ifn)n heifit „in D (punktweise) konvergent gegen die Grenzfunktion f G JF(Z),K) " <^ 
\fxGD:Uix)^fix). 

Beispiele 7.2.2 

1) Seien D := [0, 1] und fn{x) := x^ fiir x £ D. 
Dann konvergiert {fn)n punktweise gegen 

.0 fiir < X < 1 

X fiir X = 1 

nx fiir < X < 1/n 

2) Seien D := [0, 2] und /„(a;) ;= <^ 2 - nx fiir l/n<x < 2/n 

fur 2/n<x <2 . 

ifn) konvergiert punktweise gegen f{x) := fiir x £ D. 

Definition 7.2.3 {fn)n heifit „in D gleichmafiig (Cauchy-) konvergent" : 44> 

Ve > 3no \/n,m > no "ix £ D : \fn{x) — fm{x)\ < e. 

Analog wird die gleichmafiige Konvergenz einer Funktionenfolge gegen eine Funktion f definiert. 

Beispiele 7.2.4 

1) Seien D, /„ und f wie in 1) in 7.2.2. Die Konvergenz der Funktionenfolge gegen f ist nicht 
gleichmafiig. 
Beweis: 

Zu zeigen ist: 3e > Vng 3n,m > uq 3x £ D : \fnix) — /m(a^)| ^ £• 
Wahle £ := ^, n = hq, m = 2no und a; := (2)"° • 
Dann ist |/„(a;) - /^(x)| = \x^ - x^\ = \{\Y - {\f\ = \>e. 
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2) Seien D,fn und f wie in 2) in 7.2.2. Auch diese Konvergenz ist nicht gleichmafiig, denn 
fiir s := 1, n := riQ, m := 2no und 
x:=^^ gilt : |/„(x) - f^{x)\ = |1 - 0| = 1 > £. 



3) Seien D := R und fn{x) := -t-^ — j fur x G D. Dann ist fiir alle x G D : \fn{x)\ = 
was impliziert: 

Ve > 3no \/n > no \/x £ D : \fn{x) — 0| < ^ < e fiir uq > |; 

soniit konvergiert die Funktionenfolge gleichmafiig gegen f{x) := fiir x £ D. 

. x^ fiir < X < h 

4) Seien D := M. und fn{x) := \ fiir x £ D. 



1 ^ 1 



< 



4+n - n' 



fiir^ <x <\ 



1 sonst 

ifn) konvergiert gleichmafiig gegen f{x) := 

1 sonst 

denn fiir beliebiges x £ D ist 

\fnix) - fmix)\ < (^)" <s fiirn> no(e). 

Die Beispiele zeigen, dass die Stetigkeit der Glieder einer konvergenten Funktionenfolge nicht zu 
gleichmafiiger Konvergenz fiihrt. Wenn eine Folge stetiger Funktionen gleichmafiig konvergiert, 
so bedingt dies jedoch die Stetigkeit der Grenzfunktion, wie wir beweisen werden. 

Definiere fiir / G B{D,R) : 

II / ||oo:= sup |/(a;)|. 
xeD 

Hilfssatz 7.2.5 

Die Abbildung 

II • ||oo:-B(i:',R)^]R^, /^ll/lloo. 
ist eine Norm; somit ist {B{D,R), \\ ■ \\ ist eine Norm; somit ist {B{D,'R), \\ ■ ||oo) ein normierter 
Raum mit || / • ff ||oo < || / ||oo • || 9 ||oo- 

Die gleichmafiige (Cauchy-) Konvergenz einer Funktionenfolge schreibt sich somit wie folgt: 

Satz 7.2.6 

Sei {fn)n, fn G B{D,R), eine Funktionenfolge. Dann gilt: {fn)n ist gleichmafiig Cauchy-konvergent 
<^ Ve > 3no Vn, m > no : \\ fn - fm ||oo< £• 
Analoges gilt fiir gleichmafiige Konvergenz. 

Fiir Folgen aus C{D,R) gilt nun speziell: 

Satz 7.2.7 

Sei {fn)n, fn £ C{D,R) eine gleichmafiig gegen f G J-'{D,R) konvergente Funktionenfolge. Dann 

ist f G C{D,R). 
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Beweis: 

Seien e > und xq G D gegeben. Wahle n G N so grofi, dass gilt: \fn{x)—f{x)\ < | fiir alle x £ D, 

was wegen der Gleichmafiigkeit der Konvergenz moglich ist. Da die Funktionen /„ insbesondere 

in xq stetig sind, gibt es ein 5 > so dass fiir x £ D \x — xo\ < 6 gilt: \fnix) — /n(a^o)| < e/3. 

Das lieifit also: Va;o G -D Ve > 36 > Vx, |a; — xo| < 6 : 

\f{x) - f{xo)\ < \f{x) - Ux)\ + \Ux) - U{xo)\ + \U{xo) - f{xo)\ < s. 

Q.e.d. 

Ebenso beweist man: 

Satz 7.2.8 

Seien fn G C{D,R) gleichmafiig stetige Funktionen und konvergiere {fn)n gleichmafiig gegen 
f G J-'{D,R). Dann ist f eine gleichmafiig stetige Funktion. 

Insbesondere folgt hieraus: 

Folgerung 7.2.9 

Fur K CR kompakt ist C{K,'R) vollstdndig. 

Bemerkung 7.2.10 

Auch der Raum B{D,R) ist vollstdndig bzgl. \\ ■ ||oo- 

Eine spezielle Art von Funktionenfolgen bilden die Reihen mit Funktionen als Summanden; wir 

werden diese im 9. Kapitel ausfiilirlicli diskutieren. 

Wir wollen liier nur kurz andeuten, wie sicli die bekannten Ergebnisse iibertragen lassen. 

n 

Sei also {fn)n eine Funktionenfolge, /„ G J-'{D,R), und s„ := Yl fj die n-te Partialsumme. 

i=i 

oo 

Offensiclitlicli ist s„ G J-'{D,R). Die Reilie Yl fj konvergiert genau dann, wenn {sn)n punkt- 

i=i 

oo 

weise konvergiert: die Reilie Yl fj konvergiert genau dann gleichmafiig, wenn {sn)n gleichmafiig 

konvergiert. 

Es gilt: 

Satz 7.2.11 

oo 
Seien fn G J-'{D,R),n G N, mit ||/,i||oo^ c„- Dann gilt: Wenn Y ^n konvergiert, dann konver- 

n=l 

oo 

giert Y fn gleichmdfiig. 

n=l 

Wir beenden diesen Abschnitt mit zwei Beispielen. 
Beispiele 7.2.12 

oo 
1) Sei ({x) := Y ~^iX > 1? die „Riemannsche Zetafunktion" (Bernhard Georg Friedrich 

n=l 

Riemann, 17.9.1826 - 20.7.1866). Die Reihe konvergiert gleichmdfiig in jeder Menge 
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1 2^-1 



Dc := {x\ X > c} fiir c > 1, denn: 

\/x £ Dr : ^ < ^ =: c„ und 

oo oo 2^ + -' — 1 oo , oo ^ ^_^ 

Au '^n ^ Au Z^ ^ — z^^' 2=7 ^ -^ f2=-iV ^ 2=^i — 1 ^ ^'^^ 
ra=l i=0 n=2i i=o i=0 ^ ^ 

/n (1, oo) /«e(/i punktweise aber keine gleichmafiige Konvergenz vor, in x = 1 divergiert die 

Reihe. 

2) Potenzreihen (vgl. Kapitel 9) 

oo 
Potenzreihen haben die Gestalt '^ a^x** mit Koeffizienten a„ G K (oder C). 

n=l 

Es existiere a := lim \/|a^. Definiere r = 1/a fur a / und r := oo fur a = 0. 

Dann gilt: 

i) T^f^nX^ konvergiert absolut fiir x € i?(0,r). 

a) X^ QnX"^ konvergiert absolut und gleichmdfiig fiir x G 5(0, c) fiir < c < r. 

Beweis: 

zu i) Sei x G B(0,r) und s := 2(m — a) > 0. 

Wahle no(e) so grofi, dass fiir alle n > uq: \/|a„| < a + e. 

Dann gilt fiir n > hq: \/\an ■ x"-\ = \x\ \/\a^ < \x\{a + e) < f^ < 1. 

Die absolute Konvergenz der Reihe folgt nun aus dem Wurzelkriterium. 

zu a) Fiir X G -6(0, c) mit c < r ist |a„a;"| < |a„| • c". 
oo 
Die Reihe Yl |^n|c" konvergiert nach i). 

n=l 



7.3 Elementare Funktionen 

In diesem Abschnitt werden wir uns mit der Exponentialfunktion, dem Sinus, dem Cosinus, mit 
deren Umkehrfunktionen und mit den Hyperbelfunktionen beschaftigen. 

Die Exponentialfunktion und der Logarithmus 

Die Exponential- (oder e-)Funktion ist bereits definiert worden als 

oo 

e{x) = E ^ fiir X G R. 

ra=0 

Hilfssatz 7.3.1 

i) Die Reihe e{x) konvergiert absolut und gleichmdfiig in jedem Intervall [—R,R]. 
a) Es ist e(0) = 1 und e(l) = e. 
Hi) Die Funktion x i-^ e(x) ist stetig in K. 
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Beweis: 

zu i) Fiir \x\ < R ist 

und somit ist das Quotientenkriterium anwendbar. 

n 

ZU iii) Die Partialsummen s„ := J2 ^ sind stetige Funktionen, und somit folgt die Behauptung 

fc=0 "" 
aus der gleichmafiigen Konvergenz der Reihen auf jeden beliebigen Intervall [—R,R]. 

Q.e.d. 

Satz 7.3.2 (Additionstheorem) 

Fur alle x,y GR gilt: 

e{x)e{y) = e{x + y). 

Aus dem Additionstheorem folgt: 

Folgerung 7.3.3 

Fiir alle a; G Q gilt: e^ = e{x), und mit e^ := e{x) fiir a; G R \ Q wird x >-^ e^ sine stetige 
Funktion. 

Beweis: 

Zunachst folgt aus dem Additionstheorem direkt: 

e(n) = e" und e(— n) = e~" Vn G N, da e(— n) • e(n) = e(0) = 1. 

Da (e(-))"^ = e(l) = e ist, ist auch e(-) = e^. Hieraus folgt die Behauptung fiir alle rationalen 

Zahlen a; G Q. 

Q.e.d. 

Die e- Funktion e : K ^ K+, x ^ e^ ist streng monoton wachsend und R{e) = K+. Ihre Um- 
kehrfunktion 

In : K+ ^ K, y >-^ \ny := x mit e^ = y 
heifit „logarithmus naturalis" oder "Logarithmus zur Basis e". Fiir a > und a; G M definieren 
wir a^ := e^^"°. Allgemein bezeichnet der „Logarithmus zur Basis a" fiir a > die Umkehrfunk- 
tion der Abbildung x >-^ a^, d.h. fiir a > 0: 
log^ : K+ ^ K, y >-^ log^ y := x mit a^ = y. 

Es gelten folgende Rechenregeln: 

Hilfssatz 7.3.4 Seien a,b,y,yi,y2,a G K+. Dann gilt: 
i) loga(yiy2) = log„ yi + log„ y2- 

^^y* l0ga(2/°) = "loga?/ 

in)\og^y= j^. 
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Die Exponentialfunktion kann auch auf C erklart werden: 

oo 
e : C ^ C, z^ e{z) := E f^ • 

n=0 

Wie zuvor konvergiert die Reihe gleichmafiig auf jeder beschrankten Kugel B{0,R) C C. e ist 
eine auf C stetige Funktion und fiir z = x + iy gilt: e^ = e^e*^, wobei 

oo ,. ,„ oo ,„ oo •?„^^ 






ist. 



Sinus und Cosinus 

Definiere die Funktionen c:K^K, s:K^K durch 



ciy) := E i-^rAny und 



„2n + l 

n=0 



siy) := E {-^rjkny- ^^' ^ ^ 



Wir werden zeigen, dass diese Funktionen den klassischen Funktionen Sinus bzw. Cosinus ent- 
sprechen. 

Hilfssatz 7.3.5 

Die Funktionen s und c sind stetig und haben die folgenden Eigenschaften: Vx, y G K; 
i) c(0) = 1, s{0) = 

a) c{—x) = c{x), s{—x) = —s{x) 

Hi) c{x + y) = c{x)c{y) - s{x)s{y), s{x + y) = s{x)c{y) + s{y)c{x) 

iv) c^{x) + s'^{x) = 1 

Wir erinnern an die klassischen Funktionen Sinus und Cosinus: 

Fiir {x,y) € M? (bzw. a; + iy G C) in der „Gau6schen Zahlenebene" bezeichne ip den Winkel 

zwischen den Vektoren {x^y) und (1,0). Der Winkel wird traditionell in Grad gemessen, d.li. 

(0° < (/? < 360°) (zum Bogenmafi s. unten). Bezeichne r := yjx"^ + y^ die Lange des Vektors 

{x,y). Dann definiere shiLp := - und cosip := -. 

Wir werden jedoch — wenn nicht ausdriicklich anders gesagt — die Winkel im Bogenmafi mes- 

sen. Bezeichne tt = 3, 1415 . . . den „Inhalt" des Einheitskreises und sei 

s := gg^ • if = 2\G^\ der „Bogenlangenparameter", 

wobei \Gip\ den „Inhalt" des Kreissektors 

G^:={(r,V)| 0<r<l, < ip < ip} 
ist. 

Fiir r = 1 ist also cos(2|G(p|) = x, sin(2|G<^|) = y, und somit cos s = - und sins = -. 
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Man kann nun mit klassischen geometrischen Argumenten zeigen, dass die Funktionen sin und 
cos stetig sind und die Eigenschaften i) - iv) aus Hilfssatz 7.3.5 besitzen. 

Wir woUen nun die Funktionen cos und sin mit c bzw. s identifizieren. 
Die Reihenentwicklung von c(x) zeigt, dass 

cix) = (l-|^) + (^-|^) + ...>i>OfurxG[0,l]und 

e(2) - (l-y + ir)-^6!-8!)-^---)--- 
1 2^ 4 2^° 

< 

ist, so dass c in (1,2) (c ist stetig, der Zwischenwertsatz ist anwendbar) eine Nullstelle haben 
muss . 

Sei a := inf{a; > 0| c{x) = 0} ; dann ist a die kleinste positive Nullstelle, und es ist 1 < ci < 2. 
Nun ist s{2a) = 2s{a)c{a) = und s{a) = 1, denn: 

s{a) G {1, —1}, da s^(a) = 1 ist, und fiir < a; < 2 ist 

= x(l-f) + f(l-fi) + ... 
>0. 

Fiir ^ := ^|±i, k,n £N beliebig, gilt: 



c{^a) = cos(^|) und s{^a) = sin(^|); 



dies beweist man mit Hilfe der Additionstlieoreme und vollstandiger Induktion. 

ik_ 
2 



Da die Menge {x G K| 3k, n € N : x = ^|^} diclit in [0, oo) liegt, folgt liieraus, da die 



Funktionen stetig sind: 

\/x G Kq" : c{ax) = cos(^a;), s{ax) = sin(^a;). 
Die gewiinschte Indentifizierung ist bewiesen, wenn wir nun nocli zeigen: 



"= 2' 



Dies wird folgen aus 



s{ax) sin(fa;) n 
lim = a und lim = — . 

x^o x ^^0 x 2 



Ersteres folgt aus der Reihenentwicklung von s: 

s{ax) = ax + xG{x) mit G stetig, G(0) = 0. 

56 



Letzeres folgt aus elementaren geometrischen Uberlegungen: 




Es gilt: 

a = sin a:, b = cos a; und f = f 

und fiir die Flacheninhalte: 



a sin X 

cosx 



(Strahlensatz), 



\A{OAB)\ < I Sektor (OAB)| < \A{OAC)\ 



2 ^ 2 ^ 2 



COSX < 



44> sin X < X < 



< 1 



sin(i2;) ^sin(-|a;) 



lim 5i^ = 1 
, fiir X ^ 0. 



X 2 (fx) 2 

Somit ist c{x) = cos a;, sin a: = s{x) und insbesondere gilt: 

e*^ = cosx + isina; (vgl. Definition der Exponentialfunktion auf C). 

Aus dem Additionstheorem fiir die Exponentialfunktion kann man nun die Moivreschen Formeln 

(Abraham de Moivre, 26.5.1667 - 27.11.1754) lierleiten: 

cos{n(p) = Re(cos(/? + isinn(/})" 



sm{n(p) 



cos" cp I J cos" if sin (/? it . . . 
Im(cos (p + i sin mp)"' 



77 — 1 

n cos ip ■ sm ip 



cos 



n— 3 



ip ■ sin (/3 lb . 



Die Zahl ^ kann als kleinste positive Nullstelle der Funktion c{x) mit Hilfe einer Iteration 
berechnet werden, deren Konvergenz man mit dem Banachschen Fixpunkt (vgl. Satz 5.2.11) 
zeigt. T : a; G [1,2] 1-^ T{x) := x + ^v^ G K ist eine kontrahierende Selbstabbildung des 
voUstandigen metrischen Raumes ([1,2],| • |), und hat als einzigen Fixpunkt die Nullstelle von c. 
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Mit dem Startwert xq = 1,5 erhalt man | schon in zwei Schritten mit einer Genauigkeit von 
10"', 7r = 3,14159265... 

Die Umkehrfunktion 

Die Funktionen sin und cos sind periodisch, also nicht injektiv und somit nicht invertierbar. 



Aber die auf 



2 ' 2 



eingeschrankte Sinus- Funktion ist z.B. invertierbar; ihre Umkehrfunktion 



heifit „arc sin". Entsprechend verfahrt man mit cos, tan, . . . 

Die Hyperbelfunktion 

Wir wollen zum Abschluss noch die „Hyperbelfunktionen" einfiihren (in Analogic zu den „Kreis- 
funktionen" Sinus und Cosinus). 



„cosinus hyperbolicus" und 
„sinus hyperbolicus". 



cosh a; = cos(ia;) und sinha; = —ism(ix), und somit cosh x — sinh x = 1. 

Der Name der Funktion riihrt daher, dass die Punkte (cosh a;, sinh a;) auf einer Hyperbel liegen 

(die Punkte auf einer Hyperbel haben die Gestalt (a;, \/x'^ — l),x > 1). 

Aufierdem gilt hier, ahnlich wie bei der Beschreibung des Winkels (p im Einheitskreis durch den 
Bogenlangenparameter s bzw. dem Inhalt des Kreissektors G fiir cos und sin: 
X = cosh(2|G'|) bzw. y = sinh(2|G|), wobei G wie im folgenden Bild: 



Definiere: 






cosh : R - 


.R+, 


X ^ -^+f'' 


sinh : R - 


> R, 


X ^ ^^7"' 


Es ist 








Dies lasst sich wie folgt berechnen (die Integrationstheorie wird spater behandelt werden) 
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|G| = ^x - J y{s)ds = i ln(a; + Va;2 - 1) 

1 

^ e^l^l =x + y{x) ^ cosh(2 • |G|) = \{x + y{x) + ^^^) = x. 

7.4 D iff erenzier bare Abbildungen 

Differenzierbarkeit oder k-fache Differenzierbarkeit sind Eigenschaften, die stetige Funktionen 
haben konnen. Je ofter eine Funktion differenzierbar ist, desto „glatter" oder „regularer" ist sie. 

Definition 7.4.1 

Seien /CM offen, xq £ I und f G ^(/,K). / heiJJt „in xq differenzierbar" : 44> 

lim :!-^ — I ^'^°' existiert. 
Wir schreiben dann: f'{xo) := lim ^^-^ — ^ Jl=^o) g^g^ auch J^' := f'{xo) 
Ist f fiir alle xq £ I differenzierbar, so heifit f „in I differenzierbar" . 

Bemerkung 7.4.2 

1) Der Ausdruck ^^-^ — ^ ^^°' beschreibt die Steigung der Geraden, auf der die Punkte 
f{xo + h) und f{xo) liegen. Der Grenzwert /'{xq) entspricht somit der Steigung der Tan- 
gente an die Funktion f im Punkt xq. 

2) Wenn xq G K ein Haufungspunkt von I ist, dann definieren wir entsprechend auch links- 
und rechtsseitige Differenzierbarkeit. 

Beispiele 7.4.3 

1) Seien / = K und f : K ^ K, x >-^ x"", n € N. / ist differenzierbar in K, da gilt: 

und somit ist 

lim ^^ i ~^ = n ■ x"^'^ = fix). 

2) Seien / = K und f{x) = e^ . Dann ist 



J=l i=2 '' ''-0 



Ebenso zeigt man: 

h h 

h ^ 

und erhalt (cos a;)' = sinx und (sin a;)' = cosx. 
3) Die Funktion / : K ^ Kq , x i-^ \x\ ist inn Nullpunkt nicht differenzierbar: 
lim f^'^'^-f^-^'^ = lim ^ = 1 und lim ^^^^7^^°^ = lim -^ = -1. 
Die Funktion ist aber links- und rechtsseitig differenzierbar in xq. 
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Satz 7.4.4 

Sei f G ^(/, K) in xq G I differenzierbar. Dann ist f auch stetig in xq. 

Insbesondere werden wir uns fiir stetig differenzierbare Funktionen interessieren: 

Definition 7.4.5 Sei f G J^{I, K) differenzierbar in R und sei f' G C{I, K). Dann heifit f „stetig 
differenzierbar in I". Den Raum der stetig differenzierbaren Funktionen in I bezeichnen wir mit 

C^(/,]R) ist wieder ein Vektorraum, und es gilt: 

Satz 7.4.6 Seien f und g differenzierbare Funktionen. Dann gilt: 

0) {f + gy = f' + 9' 
(ii) (/ • g)' = f'g + fg' 

Beweis: 

AUe Aussagen folgen aus den Grenzwertsatzen. Zum Beweis von (iii) benutzen wir, dass g als 
differenzierbare Funktion auch stetig ist, und somit aus g{x) ^ folgt, dass g auch in einer 
Umgebung von x nicht verschwindet. 

Beispiel 7.4.7 

Sei fiir x £R 

\ sin f fiir X ^ 

gi{x) := < 

I fiir X = 

Die Funktion gi ist in xq = nicht stetig und somit auch nicht differenzierbar. 

Die Funktion g2, g2{x) := x ■ gi{x) ist stetig in xq = 0, aber nicht differenzierbar, denn: 

fiir hn := - existiert lim ^^f "' = lim sin(n • tt) nicht. 

Die Funktion, gi{x) := x"^ ■ gi{x), ist jedoch in xq = differenzierbar: 



lim m^ = lim h ■ sin f = 0, da Isinfl < 1. 

Also ist g's{0) = 0. 

Fiir X ^ ist g'^ix) = 2x ■ sin - — vrcos -. 

Somit ist (/3 nicht stetig in xq = und also nicht stetig differenzierbar. 

Wir werden nun noch ein Beispiel geben fiir eine Funktion, die in K stetig, aber nirgendwo in 
differenzierbar ist. 



Beispiel 7.4.8 

Sei f:U^R,x^fix):=f:^^, 

ra=0 

wobei { } : K ^ [0, 1/2], x i-^ {x} := min \x — z\ ist, liegt in C{R,'R), ist aber nirgends differen- 
zierbar. 
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Beweis: 

Die Reihe ist gleichmafiig und absolut konvergent, da 



oo 



^ | {10"x} | ^ 1 1 _ 5 

^ \ 10" 1 — 2 1-1/10 9 

und somit ist die Funktion / stetig. 

Sei X G [0, 1) eindeutig als Dezimalzahl geschrieben: 



Dann ist 

{Wx} = 
Seien 



und hm := ^ 



Dann ist 



a; = 0, x\, X2 . . . 

0, Xn+lXn+2 fur 0, Xn+lXn+2 • • • < ^ 

1-0, Xn+iXn+2 ■■■ fur 0, x„+ia;„+2 ■■■ < I ■ 

— 1 falls Xm = 4 Oder Xm = 9 

1 sonst 

f{x+ hm) - f{x) 





hm 




lO'" 


oo 

•>; 

n=0 


r{io"(x + /i„)} {io"x}i 

10" 10" 




lO'" 


oo . 

•^— [{10"x+10"-™.e^}-{10M] 

n=0 


lO'" 


^ 1 1 fiirn > m 
io 10'' \ +10"-'" Oder - 10"-*" fiir n<m 


m-\ 









= ^ an mit a„ G {±1}. 

ri=0 

Es ergibt sich: 

si = ao G {-1, +1}, S2 = do + ai G {-2, 0, 2}, S3 = ao + ai + 02 G {-3, -1, 1, 3} usw.; es gilt: 
S2m ist eine gerade Zahl und S2m+2 ist eine ungerade Zahl. Hieraus folgt die Divergenz von Sm, 
was die Nicht-Existenz von f'{x) bedeutet. 

Bei Verkniipfung oder Invertierung (falls moglich) iibertragt sich die Differenzierbarkeit: 

Satz 7.4.9 Seien S, T, U CR offen, f : S ^ T, g : T ^ U Abbildungen und seien f in xq £ S 
und g in to := /{xq) £ T differenzierbar. Dann ist g o f in xq differenzierbar und es gilt: 
{9ofyixo) = {g'of){xo)-f'{xo). 

Beweis: 

Es ist f{xo + h) = f{xo) + f'{xo)h + rf{xo,h)h 

mit rf{xo,h) := {f{xo + h) - f{xo))/h- /'(xq) fiir /i / und r/(xo,0) := 0. 

Wegen der Differenzierbarkeit von / in xq gilt rf{xo, h) ^ fiir h ^ 0. 
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9'{f{xo))rf{xo, h) + rg{f{xo), k) 



h. 



Es folgt: 

g{f{xo + h)) - g{f{xo)) = g'{f{xo))f'{xo)h + 

falls k := f{xo + h) - f{xo). 

Da mit h ^ aucli k ^ gelit, folgt aus der Differenzierbarkeit von g in f{xo) bzw. / in xq 

und der Definition der Funktionen r/ bzw. Vg, dafi 



9'{f{xo))rf{xo, h) + rg(/(xo), k) 



fiir h->{). 



Damit folgt aber auch die Behauptung. 
Q.e.d. 

Satz 7.4.10 Seien f : D ^ R eine Funktion und xq G D, und sei f in einer Umgebung U{xq) 
von Xq stetig differenzierbar mit /'{xq) / 0. Dann existiert eine Umgebung V{f{xo)) von f{xo), 
in der die Umkehrabbildung g := f~^ : V{f{xo)) -^ R existiert und stetig differenzierbar ist. Es 
gilt dann: 

Beweis: 

Sei o.B.d.A. f'{xo) > 0. Wahle eine Umgebung Ui{xo) C U{xq) von xq und p > so, dass gilt: 

f'{x) >p>0 Vx € Ui{xo). Aus der stetigen Differenzierbarkeit, d.h.: 



Ve > 3ho{s) >0 yh£R, \h\ < ho{e) : f{x) -e < f(^o+h)-f{x) ^ j,^^^ 
folgt somit fiir e < p und beliebiges x € Ui{xo){ da f'{x) > p > 0) : 



+ e 



f{x + h)- f{x) < fiir /i< und f{x + h) - f{x) > fiir h > 0; 
also ist / streng monoton wachsend in Ui{xo). 

Nach den Satzen 7.1.1, 7.1.26 und 7.1.27 existiert also g = f~^, ist ebenfalls wieder streng mo- 
noton und stetig. 



Wir beweisen nun noch die Differenzierbarkeit von g und die Darstellung der Ableitung. 
Sei yo := f{xo). Dann gilt: 

^ ^ yo + h-yo ^ {f og){yo + h) -(/off)(yo) 
^ h ^ h 

U °g){yo + h) -(/off)(yo) _ g{yo + h)- g{yo) 

9{yo + h) - g{yo) h 

9{yo + h) - g{yo) f{fog){yo + h)-{fog){yo)\-i 1 



also: 



^giyo)) 



fiir /i ^ 



h ^ g{yo + h) - g{yo) 

Aus dieser Darstellung folgt auch sofort die Stetigkeit der Ableitung g' , da /' und g stetig sind. 

Q.e.d. 



Obiger Satz ermoglicht u.a. die problemlose Differentiation der Arcus-Funktion (in ihrem Exi- 
stenzbereich): 
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Beispiel 7.4.11 Die Funktion f{x) = sin a; ist monoton, stetig und differenzierbar in (— f , f ) • 
Sei g := arcsin : (—1,1) -^ (— |, |^) ihre Umkehrfunktion. Fur x = g{y) ist dann: 

11 1 



g'iy) 



COS a; 



\/l - sin^ X Vl - y^ 



7.5 Der Mittelwertsatz und Folgerungen 

Zu Beginn dieses Abschnitts charakterisieren wir lokale Extrema: 

Satz 7.5.1 

Es sei f G J^{I, ]R) in einer Umgebung U{xq) des Punktes xq differenzierbar, und es gelte 

3/10 > : V|/i| < /io : f{xo + h) > /(xq). 

Dann ist f'{xo) = 0. 

Beweis: 

Wahle p>0^ /(.o+P^-/(xo) > ^ ^/^^^^ > 

bzw. p < ^ /(^o+P^-/(xo) < ^ ^/(^^) < 

^ f'{xo) = 

Q.e.d. 

Bemerkung 7.5.2 

Der letzte Satz zeigt, dass die Forderung „f'{xo) = " notwendig istfiir die Existenz eines lokalen 
Minimums. Analog zeigt man die Notwendigkeit dieser Forderung filr die Existenz eines lokalen 
Maximums. Die Forderung alleine ist jedoch nicht hinreichend, wie das Beispiel f{x) = x^ in 
Xq = zeigt. 

Der folgende Satz stammt von Michel Rolle (21.4.1652 - 8.11.1719): 

Satz 7.5.3 (von Rolle) 

Es sei f G C{[a,b],R), differenzierbar in {a,b), und es gelte f{a) = f{b). 
Dann gibt es eine Zwischenstelle xq G {a,b) mit f'{xo) = 

Beweis: 

O.B.d.A. sei /(a) = f{b) = 0, (sonst betrachte man g{x) = f{x) — /(a)). 

Nach Folgerung 7.1.18 existiert M := max/, und es ist M > 0, da /(a) = 0. 

[a,b] 

Fallunterscheidung: 

1) M = f{xo) > ^ xo G (a, 6) und f'{xo) = nach Satz 7.5.1 

2) M = : Betrachte m = min / = f{xi) < mit xi G [a, b] 

[a,b] 

m < =^ xi G (a, 6) mit f'i^i) = (wiederum nach Satz 7.5.1) 
m=0^/ = 0^/' = 
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Q.e.d. 

Der gerade gezeigte Satz von Rolle ist eine Vorstufe vom 

Satz 7.5.4 (Mittelwertsatz der DifFerentialrechnung) 

Es sei f G C([a, 6],]R) und differenzierbar in {a,b). Dann gibt es ein xo G {a,b), so dass 

d.h. es gibt einen Punkt, in dem die Tangente an die Funktion f dieselbe Steigung hat wie die 
Gerade, die durch die Punkte f{a) und f{b) geht. 

Beweis: 

Definiere F{x) := f{x) - f{a) - {x - a)^^^^. 

=> F{a) = F{b) = und mit dem Satz von Rolle (7.5.3) folgert man: 

3x0 G (a, 6) mit F'(xo) = ^ f{xo) = ^^^ 
Q.e.d. 

In den Anwendungen tritt der Satz aucli in den folgenden aquivalenten Formulierungen auf 
(Voraussetzungen seien wie in Satz 7.5.4): 

1) 3x0 G (a, 6) : f{b) = f{a) + (5 - a)/'(xo) 

2) 3^ G (0, 1) : f{b) = f{a) + (5 - a)f'{a + ^(6 - a)) 

3) Vx G [a,6],V/i, \h\ < ho < min(|x -a|,|6-x|) 3^ G (0,1) : 
f{x + h) = /(x) + hf'{x + m). 

Zum Beweis des Mittelwertsatzes musste die Funktion /' niclit stetig sein, docli erfiillt sie die 
folgende Zwisclienwerteigenscliaft: 

Satz 7.5.5 Sei f G C([a,&],K) differenzierbar in [a,b] mit f'{a) ^ f'{b). Dann nimmt f' in 
(a, 6) jeden Wert zwischen f'{a) und f'{b) an. 

Beweis: 

O.B.d.A. sei f'{a) > z > f'{b) und g{x) := f{x) - zx. 

Zu zeigen ist nun: 3xo G {a,b) : g'{xo) = 0. 

Es ist g'{a) > > g'{b). Da g stetig ist, hat g ein Maximum in einem Punkt xq G [a,b]. xq ^ a, 

sonst ware g{a) > g{x) fiir a < x < 6 =^ g'i'^) — 0- Widersprucli zu obigem. xo ^ b mit analoger 

Argumentation. Mit Satz 7.5.1 liber lokale Extrema folgt nun: 

g'{xo) = und xq G (a, 6). 
Q.e.d. 

Man beachte, dass auch die stetigen Funktionen nach dem Zwischenwertsatz die Zwischenwert- 
eigenschaft besitzen, dadurch aber wie gesehen nicht charakterisiert werden. 
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Folgerungen 7.5.6 

Es sei I CR ein (offenes) Intervall: 

1) f' = 0inl'^f konstant in I. 
Beweis: 

„ <^ " klar 

„ =^ "xi ^ X2 £ I, dann gilt mit dem Mittelwertsatz: 

^%|^ = f{xo{xr,X2)) = ^ f{x2) = fix,) 

2) J-'{I,'R) differenzierbar heifit Stammfunktion zu f £ J-'{I,'R) :<^ F' = f (vgl. 8. Kapitel). 
Sind also Fi und F2 Stammfunktionen zu f , so gilt (Fi — F2)' = und mit 1): Fi — F2 = 
konstant. 

3) 1st f differenzierbar, dann gilt: 

f monoton wachsend <^ Vx G / : f'{x) > 0. 
Beweis: 

^^ ^ " : /, > : /(^+fe)-/W > ^ f'{x) > 
„ <^ " : 3i? G (0, 1) : f{x + h) — f(x) = hf'{x + ifh) > fur /i > =^ / monoton wachsend. 

4) Die Funktion f{x) = x^ — 3x + c, c £ K beliebig, hat im Intervall [0, 1] hochstens eine 
Nullstelle, denn falls: f{xi) = f{x2) = fur xi < X2, so gibt es ein xq € (a;i,X2) mit 
f'{xo) = 0. Es ist f'{x) = 3a;^ — 3. Also muss Xq = 1 sein, d.h. xq = 1 ^ {x\,X2), 
Widerspruch. 

5) Losung einer Differentialgleichung: 

Die Gleichung laute f = f mit /(O) = c / 0. 

Behauptung: f{x) = ce^ ist die einzige Losung. 

Beweis: 

X 1-^ ce^ lost das Problem. Sei g eine weitere Losung, d.h. g' = g und g{0) = c. Da f stetig 

und /(O) = c, gilt f ^ in U{0). Also gilt in U{0): 

( 9_\i _ g' gf _ g gf _ n 
V^ / P f P ^ 

Nach i; 3/c G R : 44 = /c ^ g{x) = kf{x). Andererseits ist g{0) = /(O) = c/0^/c=l 

und somit g = f . 

6) Erweiterter Mittelwertsatz: 

Es seien f,g G C([a, 6],]R) differenzierbar in (a, 5) und g{a) / gib). Dann existiert ein 
Xq G (a, 6) mit g(fcjlg(^) ff'(a:o) = f'{xo) 
Beweis: 
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Man geht wie beim Beweis des Mittelwertsatzes vor: 
Fix) := fix) - fia) - igix) - ff(a))gg^ 
^ Fia) = Fib) = ^ 32;o G (a, b) : F'ixo) = 0. 

7) 1st die Funktion f mehrfach (hier mindestens zweimal) differenzierbar, so konnen wir f 
„entwickeln" (spdter bilden wir in dieser Art die „Taylorsche Reihe"). 

Sei also f G C^([a,6],K) und f' differenzierbar in (a,b). 

Definiere Fix) := fib) — fix) — (5 — x)f'ix) — m- — g^ 

mit einem noch zu bestimmenden m ^R. Es ist Fib) = 0. Urn auch Fia) = zu erreichen, 

muss m wie folgt gewahlt werden: 

m:=ifib)-fia)-ib-a)fia))^ 

Mit dem Mittelwertsatz folgt nun: 

3x0 G (a, 6): = F' ixo) = - f ixo) + f ixo) - ib - xo) f" ixo) + mib - xo) 
= ib-xo)im- f'ixo)) 
^m = f"ixo) 

und wegen Fia) = folgt weiter: 

fib) = fia) + (5 - a) fia) + ^^^^f'ixo) 
oder allgemein fur ein x mit i) G (0, 1); 

fix + h) = fix) + hfix) + —fix + m). 

8) Hinreichende Bedingung fiir (lokale) Extrema: 

Es sei Uixo) eine Umgebung von xq, f G C^(C/(a;o),K) eine zweimal stetig differenzierbare 

Funktion mit fixo) = und f'ixo) > (< 0). 

Dann besitzt f in xq ein (lokales) Minimum (Maximum). 

Beweis: 
Mit 7) folgt: 

fixo + h) = fixo) + f r (a;o + i}h) > /(xq) (< /(xq)) fiir h^O, 
wobei fiir geeignetesU ixo) wegen der Stetigkeit von f" gilt f'iy) > i< 0), falls y G [/(xq). 

9) Mit den in 8) gezeigten hinreichenden Bedingungen fiir Extrema lassen sich sogenannte 
„Extremwertaufgaben" losen wie zum Beispiel: 

Unter alien Rechtecken gegebenen Umfangs hat das Quadrat den grofiten Flacheninhalt. 
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Beweis: 

Sind a, b die Langen der Seiten, so berechnet sich der Fldcheninhalt bzw. der Umfang wie 

folgt 

F = a-b bzw. U = 2{a + b) 
Aus 5 = y — a ergibt sich: 

F{a) = a(^ — a) = ytt — a^ 

und die notwendige Bedingung 

F'{a) = I - 2a = 

fiir ein Extremum wird durch ao = ^ erfiillt, was in der hinreichenden Bedingung 

F"{ao) = -2 < 

die Existenz eines Maximums in oq beweist. Es folgt weiter: bo = j- = ao, also die Be- 
hauptung, denn Maxima am Rande treten nicht auf. 

Zur Berechnung von Grenzwerten, sofern sie existieren, behandeln wir zum Schluss dieses Ab- 
schnitts die 

Regel von de L'Hospital 

(benannt nach Francois Antoine de L'Hospital (?? 1661 - 3.2.1704) 

" lim —j^ 

X — >xq 3\^} 



1) Seien /, 5 differenzierbar mit f{xo) = g{xo) = 0. Ziel: Berechne lim ^j^, falls der Grenz- 



wert existiert. 

O.B.d.A. sei x > xq, dann ist: 

/w ^ f{x)-f(xo) ^ r(t)_ 

g(x) g{x)-g{xo) g' (t) 

mit Xq < t < X nach dem erweiterten Mittelwertsatz (7.5.6.6)). 
D.h.: Existiert der Grenzwert lim Whr, so erilt: 

3 lim ^-j^- = lim ,({ ■ 

X — >xq 9\^) X — >xo 3 \^} 

Beispiele: 



x^O ^ x^O J- 

lim "^+^'^-^ = lim ^^^^^ = lim ^^±^^ 

^^0 l-cosx ^^0 sinx ^^0 cosx 



2) Grenzwerte im Unendlichen: a;o = 00 (oder —00) 



/(^) ,.„ /(I) ..„ /'(i)(-i^) ,.„ /'(^) 



lim , , = lim — I— = lim = % — = lim 



00 g{x) t^Og{\) f^0 5'(i)(-^) x^oo g'{x) 

3) Seien nun /{xq) = g{xo) = 00 (oder —00) und a;i < x < xq, dann gilt wie in 1) 
f{x)-f{xi) ^ f{t) ^^.^ xi < t < a; < xo 

g(x)-g(xi) g'(t} ^ ^ 
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und es folgt: 






lim 4i. 



/(^) 



g{x)-g{xi) fit) 



fix) -fix,) 



g{x) 



1 






1 






nt) 

9'{t)' 



Es existiere 7 := 

Zu e > wahle \xi — xo\ so klein, dass 

Hiermit ist xi festgelegt. Weiter ist 



f'(t) 

9'(t) 



7 



< 



2- 



g'it) 



/(^) 



9{x) 



7 



< 



1- 


9{x) 


1- 


/(^i) 
/(^) 



fiir 



/W 



|a; -xo| < 5(a;i,e) = 5(e) d.h.: lim 44 



fit) 



fit) 



+ 1 



1™ tM- 



F'(t) 



5'(t) 



< e 



Beispiele: 



In X 



i) lim a: In a; = lim ^ = lim 3^- = 

X — ^0 X — ^0 X X — ^■O Z2 



ii) lim 

x—>oo 



lim 

X — J- 00 



iii) lim a;(? — arctanx) 



lim — 

X — >oo 



-arctan x 



lim — ^^ 

X — >oo ~ -^ 



rr— >oo -'-+''' 



wobei man die Ableitung des arctan entsprechend zu Beispiel 7.4.11 mit Hilfe der 
Ableitung der Umkehrfunktion (vgl. Satz 7.4.10) berechnet. 



iv) lim (1 + a;)^' ^ = lim e 

X— >0 a;— >0 



ln(l + !i;) 



e , denn lim 

x^O 



ln(l+a;) 



lim ■ 

x^O 



1. 



8 Integration I 



Ziel dieses Kapitels soil die elementare Integration sein, die sicli als Umkelirung der Differentia- 
tion beschreiben lasst. 



8.1 Stammfunktionen 

Scfion in der Folgerung 7.5.6 2) wurde der Begriff der Stammfunktion eingefiihrt, doch der 
Vollstandigkeit halber hier die folgende 

Definition 8.1.1 Sei /CM ein Intervall und F G J-'{I,R). Dann heifit F Stammfunktion zu 
f G ^(/,K) :<^ F differenzierbar mit F' = f. 

Aus Folgerungen 7.5.6 2) wissen wir bereits, dass sich Stammfunktionen zu derselben Funktion 

/ hochstens durch eine (additive) Konstante unterscheiden. 

Schreibweise: F =: J f =: f f{x)dx unbestimmtes Integral von /. 

Formal wird also die Differentiation umgekehrt. Da es fiir das Integrieren kein so einfaches Kalkiil 

wie fiir das Differenzieren gibt, soil im folgenden etwas geklart werden, welche Funktionen (- 

klassen) Stammfunktionen besitzen. 

Im allgemeinen sind Stammfunktionen elementarer Funktionen keine elementaren Funktionen 

mehr. 

Beispiele bekannter Stammfunktionen sind: 



f 




F 


1 




X 


a;'^,n/ - 


-1 




i_ 

X 




In \x\ 


e" 




e^ 


cos a; 




sin a; 


sinx 




- cos a: 


1 




tan X , 


cos^x 



wahrend es z.B. zu e^ , — , 515^ 

' X ' X ^ mx 



— keine elementaren Stammfunktionen gibt. 
Aus den Differentiationsregeln lassen sich die folgenden Reclienregeln fiir das iiber Stammfunk- 
tionen definierte unbestimmte Integral ableiten: 



Rechenregeln 

1) / c/ = c/ / fiir c G M, denn (cF)' = cF' . 

2) /(/ + 9) = If + l9, denn (F + G)' = F' + G' . 
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3) If 9 + I fg' = fg, denn (fg)' = f'g + fg'. 
Dies ist die „Regel von der partiellen Integration". 

Beispiele hierzu: 

i) / In a; dx = j 1 -Inx dx = xlnx — Jx- dx = xlnx — x 

ii) / sin^ x dx = — cos x sin x + J cos^ x dx = — cos x sin x + x — J sin^ x dx 
=> / sin^ x dx = —^ (cos x sin x + x) 

iii) / xe^dx = xe^ — f e^dx = xe^ — e^ 

4) ///'=i/^ denn(/2y = // 

5) / i: = In I/I fiir / / 0, denn (In |/|)' = ^ 

6) /(/ o g)g' = Fog, denn (F o g)' = {F' o 5)5' = (/ o g)g' 
Dies ist die „Substitutionsregel". 

Beispiele hierzu: 

i) /xe^ dx = 2 /(2;^)'e^ dx = i^e^ 
ii) / sin"^ x cos xda; = / sin^ a; (sin x)'dx = ^ sin^ x 

7) / a^dx = j^, denn es ist (a^)' = In a • a^ 

8) f — n;rfa^ = - In \ax + 6|, denn es ist (In lax + b\)' = °i . 

9) Beispiel: 



Gesucht: 



/:= 



J ax"^ + 2 



2bx + c 



-dx 



fiir a 7^ 0. 



Es ist ax'^ + 26a; + c = a(a: — a;i)(a; — X2), mit a;i^2 = — Vo^ 
Wir definieren w := v 6^ — ac und betrachten die Falle: 



ac. 



a) w=0 : 






b\2 



dx 



1 1 



a (x — -) ax 

^ a' 



b) w £R\ {0}, dh. 6^ > ac => a;i 7^ a;2 reell, und es ist: 



1 



1 



1 



1 



1 



1 



{x — Xl)(x — X2) X-1—X2 \x — Xi X — X2 J 2w \X — Xi X — X2 



T 1 n I 111 h 1 , |a;-a;i| 

1 = — (in |a; — xi| — In |a; — a;2|j = — in 

2w 2w \x — X2\ 



1 



2^62 



In 



ac 



ax 



+ b-Vb^ 



ac 



ax 



+ b + Vb^ 



ac 



X ^ 



(x / a;i, X / a;2) 



c) w £ iK, d.h. 6^ < ac und w rein imaginar. Das Resultat aus b) lasst sich verwenden, 
wenn man ins Reelle zuriickreciinet: 
w = ip mit p = y ac — b^ > 0. Interpretieren wir den Logaritiimus von komplexen 



70 



Zahlen formal als Umkehrfunktion der komplexen Exponentialfunktion, so berechnen 



wir mit a := ^^^^ 



1 fax-\-b — w\ 1 / 1 -\- ia\ 1 f a'^ — 2ai — 1 
I = In = In = In 



2ip \ax -\- b -\- w J 2ip \ 1—iaJ 2ip \ a^ -\- 1 

2^ zarctan — 



Welter folgt mlt z = x + iy = \/x^~+ y^e 

1 /V(a^-l)^ + 4a 



2 



i arctan ■ 



2ip \ 1 + q;2 



1 2a V(a^ - 1)^ + 4a^ 

i arctan —^ ; well 



2ip a^ — 1 ' 1 + a 

1 
= - arctan a , 
p 

da fiir z = arctan a gilt: tan 2z = ^^ = ^"^'^^""^ = 2j^^f^ ^ 2z = arctan j^^^. 

o coslz cos^z — sm'' z 1— tan^ z l — ts.n'^z 

1 /^ aa; + 6 

=> / = , arctan 



Vac — 6^ V Vac — 6^, 

was slcli durcli Dlfferenzleren sofort naclipriifen lasst. 

10) Das Belsplel 9) fiilirt uns zu der allgemelnen Metliode der „Partlalbruchzerlegung": 
Es sel Pi : Polynom vom Grad i G Nq. 
Gesuclit 1st: 

7:^/^d.. 

J Pn{x) 

Falls TO. < n, so tellt man mlt HUfe der Partlalbruclizerlegung (Umkelirung der Addition 
von Briichen) den Integranden In Summanden auf, die Im Nenner Polynome nledrlgeren 
Grades (< n) haben und slcli dann elnzeln Integrleren lassen. Gilt ?n. > n, so dlvldlert man 
erst durcli das Polynom Im Nenner und beliandelt auftretende Summanden der oblgen 
Form wlederum mlt HUfe der Partlalbruclizerlegung. 

Belsplele: 

1) a; + 1 a b i 

^ = \ =^ ax + 2a + bx + 3b= x+1 

(a; + 3)(x + 2) a; + 3 x + 2 

Aus Koefflzlentenverglelcli fiir Potenzen von x erlialt man die Glelchungen: 

a + b=l und 2a + 36 = 1 ^ a = 2, 6 = -1. 

(Die Bereclinung a = L.S. • (x + 3) |a:=-3, b = L.S. ■ {x + 2)|^^_2 , wobel L.S. fiir die 

llnke Selte der Glelchung stelit, fiilirt zum selben Ergebnls.) 

11) a;^ - 2 2a:2 - X - 2 2x'^ - x - 2 \ A B C 

1+ —o TT-. = 1+ -, TTTT- = 1+ -+ - + 



a;(a; — 1)^ ' x'^ — 2x^ + x ' x{x — 1)^ ' x ' x — 1 ' (x — 1)^ 

A = L.S. ■ X \x=o = —2, C = L.S.{x — 1)^|^_;^ = —1 und es muss dann notwendlger- 

welse B = 4 gelten. (Koefflzlentenverglelcli fiihrt hler zu den Glelchungen A + B = 
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2, —2A — B -\- C = —1 und A = —2 und somit zu den selben Ergebnissen.) 
Bei diesem Beispiel bietet sich auch eine direkte Berechnung durch die aus 7.5.6 7) 
bekannte Reihenentwicklung: f{x) = /(I) + {x — 1)/'(1) + 2 /"{^ + 5{x — 1)) an. 
Hierbei sei also f{x) := ^^'"'""^ = A{x - if + B{x - 1) + C, 

dann ist C = /(I) = -1, B= /'(I) = (^ - ^^^^) U=i = 3 - (-1) = 4. 
Die Berechnungen fiihren nun zu: 

3-2 f f -2 4 -1 \ 

dx = / 1 H 1 h 7 TTT da^ 



a;(a; — 1)^ J \ x x — 1 (x — 1)^ 

, , 1 

= a; — 21n a; + 41n X — 1 + 



X — 1 

Zusammenfassung 

integrierbarer Funktionen, d.h. Funktionen, fiir die wir (bis jetzt) Stammfunktionen berechnen 

konnen: 

Sei R = -p^ eine rationale Funktion, exp : a; ^ e^, und id : x ^ x. Dann ist bekannt: 

1) JR 

2) J R o exp = J R(e^)dx = J ^^ ' e^dx = J -j^dt o exp mit Substitution und (/ ^j wird 
mit 1) gelost. 

3) /i?(sinli, cosh) : gelit analog zu 2) 

4) /i?(sin,cos) : gelit analog zu 2) liber e*^, oder Substitution mit t = g{x) = tan |, 
a; = 2 arctan t, dann ist sin x = j^^, cos = ~^2 und g' = ^(1 + 5^) 

=> /ii!(sina;, cosa;)(a;)da; = jRij^, jtti) j^dt o g^ was sich wiederum mit 1) welter 

ausrechnen lasst. 

Beispiel: / ^^^dx = J — ^^ • j—^dt o g = \n\t\ o g = In | tan || 

5) / R{id, Vl — id'^){x)dx = J ii!(sin, cos) cos ipdcp mit der Substitution x = sin ip, dann welter 
mit 4). 

6) / R(id, \/l + id'^)(x)dx = /i?(sinh, cosh) cosh (/jd^? mit der Substitution x = sinh^?, dann 
welter mit 3). 

7) / R{id, /) mit / = \/ax'^ + 2bx + c wird durch ax"^ + 2bx + c = a{x + ^f + ^^^^ auf 5) 
bzw. 6) zuriickgefiihrt. 

8.2 Treppenfunktionen und ihre Integrale 

Im letzten Abschnitt wurde die Integration als Umkehroperation der Differentiation eingefiihrt. 
Unklar ist aber noch, bis auf die behandelten Beispiele, fiir welche Funktionenklassen Stamm- 
funktionen existieren. Wir wollen nun die Integration von einer anderen Seite her angehen, 
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namlich liber den Zusammenhang mit der Berechnung von Flacheninhalten unterhalb einer 

Kurve. Ziel ist der folgende Sachverhalt: 

Fiir / G J^(R,R), f > 0, G := {{x,y) € R^\ a < x < b, < y < f{x)} und F Stammfunktion 

b 

zu / sei |G| := F{b) —F{a) =: J f =: J f{x)dx, wobei |G| der „Flacheninhalt" oder das „Ma6" 

{a,b) « 

von G ist. 

Diese Definition ist unabhangig von der speziellen Stammfunktion, da die mogliche additive 
Konstante wegen der Differenz wegfaiit. 

Um das Ziel zu erreichen, beginnen wir mit moglichst einfachen Funktionen. Da sich der Flachen- 
inhalt eines Rechtecks aus dem Produkt der Seitenlangen berechnet, erhalten wir fiir die kon- 
stante Funktion f : x ^ c £ K+, dafi fiir den Flaclieninlialt gelten soil: |G| = c{b — a). Tatsaclilicli 
ist die Stammfunktion zu / gerade 

F(a;) = ca; + const ^ |G| = / f = F{b) - F{a) = cb - ca = c{b - a). 

{a,b) 

D.li. In diesem Falle, also fiir konstante Funktionen /, stimmen der elementargeometrische 
Flaclieninlialt mit dem gerade definierten iiberein. Die naclist einfachen Funktionen nacli den 
konstanten Funktionen sind die sogenannten Treppenfunktionen: 

Definition 8.2.1 

i) Zn = {xo, a;i, . . . , x„} heijit Partition des Intervalls I := (a, b) :<^ 
a = xq < xi < . . . < Xn = b fiir ein n G N. 

a) Ist Zn = {xo,xi, . . . ,x„} eine Partitition des Intervalls I, so heijit f G JF(/, K) Treppen- 
funktion, falls f konstant auf den Intervallen {xi-i,Xi), d.h.: 

{xi_r,Xi) = Ci €R, 

Bemerkung 8.2.2 

i) Uber die Werte f{xi) wird keine Aussage gemacht. Man konnte z.B. von rechts stetig auf 
Xi fortsetzen, dock ist dies fur das Folgende ohne Belang. 

a) Verschiedene Partitionen konnen dieselbe Funktion f liefern. (Bilde z.B. neue Partition 
durch Hinzunahme von zusatzlichen Punkten Xj). 

Hi) Mit f und g sind auch f + g und f ■ g Treppenfunktion. Man wahle hierfur eine Partition, 
die alle Punkte der Partitionen von f und von g enthalt. 

Durcli die letzte Bemerkung kommt man auf die folgende 

Definition 8.2.3 

Es bezeichne T(/,K) C ^(/,K) den Vektorraum der Treppenfunktionen von I, der mit der 

Supremumsnorm ||/||oo = sup|/(x)| zum, normierten Vektorraum wird. MitT'{I,R) bezeichnen 

xei 
wir die Vervollstandigung von F{I, K) bezuglich dieser Norm. 
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Bemerkung 8.2.4 

Aus Abschnitt 7.2 wissen wir, dass die Vektorraume B{I jR) , BC{I jR) , C{I jR) und C*(/,K) ;= 
Menge der gleichmdfiig stetigen Funktionen aus J-'{I, K) voUstandig beziiglich der Supremums- 
norm sind, dock T{I,'R) ist es nicht, deswegen die VervoUstandigung (vgl. Satz 5.2.9). 

Nach der abstrakten VervoUstandigung des Vektorraums T(/, K) gilt es nun, die Elemente des 
Banachraums T(/, K) genauer zu charakterisieren. Zunachst wollen wir aber die Integration fiir 
Treppenfunktionen definieren: 

Definition 8.2.5 

Sei P := Zn = {xq, . . . , x^} eine Partition von I := (a, b) und f G T{I, K) mit f (x-_-^,Xi) = Q G R 
dann bezeichnet 

b n 

Kf) ■= I f ■= I f{x)dx := J2 Ci{xi - Xi-i) 

{a,b) a «=1 

das (bestimmte) Integral von f ilber I. 

Bemerkung 8.2.6 

i) Das eben definierte Integral hangt nicht von der speziellen Partition P ab: 

sind Pi und P2 Partitionen von I und P3, deren Vereinigung (d.h. P3 enthdlt alle Punkte 
aus Pi und P2), dann gilt, falls ij{f) das zu Pj{j = 1,2,3) gehorige Integral bezeichne, 
und da das Hinzufiigen von Punkten die Suninie lj{f) {j = 1,2) nicht dndert: 
h{f) = h{f) = h{f). 

b c b 

a) Fiir alle a < c < b gilt: J f{x)dx = J f{x)dx + / f{x)dx 



a 



a 



Betrachten wir die Integration als eine Abbildung zwischen Vektorraumen, so lasst sich die 
folgende Aussage beweisen: 



Hilfssatz 8.2.7 

Das Integral I : T{I, ] 



ist eine stetige lineare Abbildung in normierten Rdumen. 



Beweis: 

Die Linearitat I(a/ + [3g) = al{f) + [il{g) folgt sofort aus der Definition. 

Zur Stetigkeit: 

i-b 



|I(/)I 



f{x)dx 



/ J CiyXi Xi—ij 



i=l 



< X^ \ci\iXi - Xi-l) 
i=l 



e£b{r{i,] 



\f{x)\dx < ll/lloo J2(^i - Xi-l) = ||/||oo(6 - a) 
a «=1 

^ I G C{T{I, R),R) nach der 4. Aufgabe des 11. Ubungsblatts. 



Q.e.d. 
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Bemerkung 8.2.8 

Der Raum £j(T(/,K),K) der stetigen, Unearen Abbildung wird mit der Norm 

ll^llrj := sup |^(/)| fur A € £fe(T(/,]R),]R) selhst wieder zu einem normierten Raum. Dies 

11/11 <i 

II •' II oo — 

gilt auch allgemein filr den Raum der stetigen Unearen Abbildungen £fe(X, K) auf einem beliebigen 
normierten Raum (X, \\ ■ ||) 

Im folgenden Satz beweisen wir eine allgemeine Aussage liber die eindeutige Fortsetzbarkeit ste- 
tiger linearer Abbildungen auf die Vervollstandigung des zugrundeliegenden normierten Raumes. 

Satz 8.2.9 

Es sei (X, II • II) ein normierter Raum und A G £fo(X,K) eine stetige, lineare Abbildung. 1st dann 
X die Vervollstandigung von X, so gibt es genau eine Abbildung A G £b(X,K) mit: 

A\x = A (Identifizierung von x iiber isometrische Einbettung) 

und ||i||£^(_,f^R) = P||a(x,e) 

Beweis: 

Sei X ^ X und (a;„)„ eine Folge mit x„ G X und Xn -^ x. Dann gilt wegen der Stetigkeit von A 

und der Konvergenz der x„: 

\Axn — Axm\ < \\A\\£j\xn — Xjn\\ -^ fiir m,n -^ 00. 

Wegen der Vollstandigkeit von K existiert ein r G IR mit Axn -^ r unabhangig von der speziellen 
Folge {xn)n, die gegen x konvergiert, denn fiir y^ ^> x gilt, falls Ay^ -^ s 

\s-r\ < \s - Ayn\ + \Ayn - Axn\ + \Axn - r\ 

< \s- Ayn\ + ll^llrjly™ - a;„|| + \Axn - r\ 
-^ fiir n ^ 00 

=^ s = r 

Setze also Ax := r ^ A : X ^ R linear, stetig und A |x = ^• 

Aus \Ax„\ < ||j4||/:J|a;„|| folgt: ll^ll/-^ < II ^11/:^, und da A\x = A gilt 11^111/-, > ll^ll/:^, also folgt 

I ' ** I II II *^ oil "'11 C? II II *^/j II II *^ f) ' I -f »- O II II *^(3 II II *^o ' O 

insgesamt ||A||/:, = ||yl||/:^. 

o 1 1 1 1 -'-ft II II -'-b 

Zur Eindeutigkeit: 

Sei Ai eine weitere Fortsetzung von A auf X mit den geforderten Eigenscliaften, x £ X ,Xn € X 

fiir alle n G N und Xn ^ x fiir n -^ oo, dann gilt wegen der Stetigkeit von A bzw. Ai : 

Ax = lim Axn = lim Axn = lim Aix^ = Aix. 

n — ^oo n — >oo n — J-oo 

Q.e.d. 
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Durch die Anwendung dieses allgemeinen Satzes auf unsere spezielle Abbildung der Inte- 
gration konnen wir den Begriff des Integrals fiir Treppenfunktionen auf Elemente aus T(/,K) 
erweitern: 

Anwendung: 

Es sei / G T(/,]R), dann konnen wir das Integral 1(f) mit Hilfe von Satz 8.2.9 in folgender Weise 
eindeutig erklaren: 

I(/) = lim I(/n) falls /„ ^ / in der Supremumsnorm 11 • ||oo. 

n — >cxD 

b 

Wir schreiben dann wieder: 1(f) =: f f =: f f(x)dx. 

I a 

Aufierdem gilt weiterliin: |l(/)| < (b — a)||/||oo 

Bemerkung 8.2.10 

Die zunachst abstrakten Elemente vonn T(/,K) lassen sich mit Funktionen aus J-'(I,'R) identi- 
fizieren, da fur eine Cauchyfolge (fn)n clus T(/,K) punktweise Konvergenz folgt. Andererseits 
ist T(/,K) C B(I^M) und da B(I,M) bzgl. der Supremumsnorm \\ ■ ||oo voUstandig ist, gilt: 
T(/,K) C B(I,R) (wieder ilber die iibliche Identifizierung). 

Nachdem wir die Integration fiir Elemente aus T(/,]R) erklart liaben, wollen wir diesen Raum 
nun genauer cliarakterisieren: 

Satz 8.2.11 

Es gilt C*(/, K) C T(/,K), wobei C*(/, K) die Menge der gleichmdfiig stetigen Funktionen aus 
.F(/,K) bezeichne. D.h. dass sich gleichmafiig stetige Funktionen gleichmdfiig durch Treppen- 
funktionen approximieren lassen. 

Beweis: 

Sei / gC*(/,R), dann gilt 

Ve>035>0 \fx,y,\x-y\<5: \f(x)-f(y)\<s. 

Zu e > und 5 = 5(e) walile Zerlegung a = xq < xi < . . . < Xa = b mit max \xi — Xi-i\ < 6 

und definiere 

g(x) := f(xi) fiir x £ [xi-i,Xi), i= l,...,n. 
Dann ist g £ T(/,R) und 

\\g - /lloo = sup \g(x) - f(x)\ < £ 
Q.e.d. 

Aus dem letzten Satz folgt also, dass wir iiber die Definition des Integrals fiir Treppenfunktionen 
und die Vervollstandigung nun auch das Integral fiir gleichmafiig stetige Funktionen kennen. 

Beispiel 8.2.12 

Es sei I := (0,a) und fn G T(/,K) mit fn(x) := ^^ fiir x £ I (Gaufiklammer). Aus der 
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graphischen Darstellung der Funktionen /„ vermuten wir die Konvergenz gegen f{x) = x : 

0<x- Ux) = x-^<i^O 

^ fn ^ f gleichmdfiig mit f{x) := x. Somit ist f integrierbar, und der Wert von 1(f) berechnet 

sich wie folgt: 

Wdhle Partition: {) = xq < xi . . . < x^ < x^^i < a 

gsf- 

mit Xj := -, < j < k = [n ■ a], dann ist: Xj — Xj-i = - und /„ = ^^^, < j < A;. 

'^ n n n n 

j=i 

I k(k-l) k 
- -^ h ^rQ'n, mit qn := na - \na\ < g„ < 1 



2 



n^ 2 n 

—^{na - qn){na - q^ - 1 + 2q„) 

+ bn, 



a" 



mith^:=-^+\^ => |6„| < ^ ^ /iJrn ^ oo. 



^2 ^ q2 

^ I(/) = limI(/„) = y, d.h. xdx= —. 



8.3 Regelfunktionen 

Da auf einem abgeschlossenen Intervall / = [a,b] definierte stetige Funktionen nach Satz 7.1.25 
gleichmafiig stetig sind, konnen wir sie mit dem Ergebnis aus Abschnitt 8.2 integrieren: 

f £C(I,R)^ f €C*{I,R) cf{I,R), 

wie wir es in Beispiel 8.2.12 explizit fiir die Funktion f{x) = x durch Approximation getan 
haben. 

Definition 8.3.1 

Es sei 

7^(/,R) :=f{I,R) 

und II • lloo die Supremumsnorm. Dann nennen wir (7^(/,K), || • ||oo) den normierten Raum der 
Regelfunktionen. 

Es gelten die Inklusionen: 

C*(/,R) C7^(/,R) C^(/,R) 

b 

und fiir / G 7^(7, R) ist das Integral // = J f{x)dx definiert. 

/ a 

Wir wollen nun unser Ziel aus Abschnitt 8.2 weiterverfolgen und die Elemente aus 7^(7, R) 

genauer charakterisieren. 



77 



Satz 8.3.2 

/ G B{I,R) monoton ^ / G 7^(/,R). 

Beweis: 

O.B.d.A.sei / monoton wachsend und /(a) < f{h). 

Wir zeigen: Ve > 3^ G T(/,R) : ||/ - g\\oo < s- 

Sei also e > gegeben und dazu P = {yo, . . . , y^} mit f{a) = Vo < Hi < ■ ■ ■ < Vn = f{b) eine 

Partition von [/(a),/(6)] mit \yi - yi-i\ < s. Definiere Y^ := [yn-i,yn\, Yi ■= [yi-i,yi), 

1 < i < n — 1 und Xi := f~^{Yi), 1 < i < n. Dabei konnen auch Mengen Xj auftreten, die nur 

einen Punkt enthalten (/ konstant) oder sogar leer sind (/ hat Sprung iiber das Intervall Yj). 

Die Randpunkte der nichtleeren Xi{= [ai, fii] mit a^ < (ii oder Xi = Pi) bilden eine Partition 

von [a,b]: 

n 

[a, b]= [j Xi 

i=l 

und jedes x G [a, b] liegt in genau einem der Xi. 
Definiere g{x) := yi-i x G Xi, 

^ geT{I,R) und |b-/||oo<e- 
Q.e.d. 

Satz 8.3.3 (Charakterisierung von 7^(/,R)) 

/ G 7^(7, K) <^ / besitzt ilberall einen rechts- bzw. Unksseitigen Grenzwert, d.h.: 

3 lim f{x) bzw. lim f{x) fiir xq £ I = [a,b]. 

(1st xq G {a, 6} jeweils nur einer der beiden Grenzwerte.) 

Beweis: 

Sei Xq G [a,b). Wir zeigen die Existenz des rechtsseitigen Grenzwertes: 

Seien x,y > xq und /„ G T{I,R) mit fn^f bzgl. || • ||oo. 

Dann gilt mit der Dreiecksungleichung: 

\f{x) - f{y)\ < \fix) - Ux)\ + \Ux) - Uy)\ + \Uy) - f{y)\. 

Wegen der Konvergenz von /„ gegen / findet man zu gegebenen e > ein no(e), so dass fiir 

alle n > no(e) der erste und der dritte Term auf der recliten Seite kleiner als | sind. Bei festem 

n = no(e) gilt fiir den mittleren Term 

\fn{y) - Ux)\ = 
fiir \x — xo\, \y — xo\ < 5{n,xo) = 5{e,xo), egal ob xq Sprungstelle der Treppenfunktion /„ ist 
oder niclit, da nacli Voraussetzung x,y > xq. 
^Ve>0 36 >0 \/x,y€{xo,xo + 5):\f{x)-f{y)\<e, 

d.h. {f{x)) ist bzgl. X \ Xq eine Cauchyfolge, die wegen der Vollstandigkeit von R gegen einen 
Grenzwert konvergiert, was zu zeigen war. 
In analoger Weise zeigt man die Existenz des linksseitigen Grenzwertes fiir xq G (a, 6]. 
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Sei / € ^(/, K) und besitze iiberall, auch fiir die Randpunkte von /, einen rechts- bzw. linkssei- 

tigen Grenzwert. Dann gilt: Ve > Vzq € / 35 > : 

{x, y G B{zo,S) A{x,y>zo\/x,y< zq)) => \f{y) - f{x)\ < e 

Da / = [a,b] kompakt ist (Hilfssatz 5.4.8), gibt es eine endliche Teiliiberdeckung der Art: 

k . . _ 

[a, b] C [j B{zq, 5j) , Zq € I, 6j das zu zq = Zq gehorige 6 und k £N. 

i=i 
Wir ordnen nun die Zq und die Endpunkte der Intervalle B{zq,5j) der Grofie nach und erhalten 

so eine Partition a = xq < . . . < Xn = b von [a, b]. Wir definieren nun g G T{I, R) durch: 

j f{xj), x = Xj, j = 0,...,n 
[ f{wj) , Xj <x < Xj+i , j = 0, . . . , n - 1, 
wobei Wj £ (xj,Xj^i) beliebig gewahlt wird. 

Es gilt dann fiir x = Xj : g{x) — f{x) = und fiir x / Xj, also etwa x G {xj,Xj^i), liegen Wj und 
X entweder rechts oder links von einem Zq in B{zq,5i), und es gilt in jedem Fall: 

\g{x)-f{x)\ = \f{wj)-f{x)\ <e, 
nacli der Definition der Zq bzw. 6j. 

^ll5-/l|oo<e ^ /G7^(/,K). 

Q.e.d. 

Folgerung 8.3.4 

Sei f G 7^(/,K), dann hat f hochstens abzahlbar viele Sprungstellen. 

Beweis: 

Sei An die Anzahl der Sprungstellen, in denen / um mehr als - springt. Dann ist An < oo, 
denn sonst gabe es eine monotone Folge {xj)j solcher Sprungstellen und benachbarter Punkte 
mit \f{xj) — f(xj-i)\ > -. {xj)j konvergiert gegen ein xq G [a,b], aber lim f(x) oder lim f(x) 

^ X/^Xo x\xo 

existiert nicht, also Widerspruch zu Satz 8.3.3, woraus die Endlichkeit von An folgt. 

Hieraus folgt nun, da die abzahlbare Vereinigung endlicher Mengen wieder abzahlbar ist (vgl. 

oo 
Satz 5.1.5), die Menge der Sprungstellen = U { Sprungstelle mit Sprung > -} ist abzahlbar. 

n=l 

Q.e.d. 

Folgerung 8.3.5 

C(I,R) = {/ G 7^(/,]R)| Vxo G I : lim /(x) = lim /(x) = /(xq)} 

x\xo X/^Xo 

Das folgende Beispiel einer Funktion mit abzahlbar vielen Spriingen soil zeigen, dass es Regel- 
funktionen gibt, die weder stetig noch stiickweise stetig, d.h. stetig mit Ausnahme endlich vieler 
Spriinge, sind. 
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Beispiel 8.3.6 

Sei I = [0, 1] und 

1 , x=l 
f{x):=\ (i)'c^ (i)fc<a;<(i)'=-i , fc=l,2,.. 
, x = 0. 



, k 



f € i?(T,K) monoton => / G 7^(7, K), a6e?" / /lai unendlich viele Sprungstellen (a^ = ( 2 ) » ^ = 
1, 2, . . J wnd ist deswegen nicht (stuckweise) stetig. 

Bemerkung 8.3.7 

Filr die Integrals von Regelfunktionen gelten die gleichen Rechenregeln wie fiir Treppenfunktio- 
nen, was sich im Einzelfall mit Approximationen uberprufen lasst. (Die Tilde fiir die fortgesetzte 
Abbildung wird jetzt weggelassen): 

Kf + 9) = I(/)+I(5) 
lief) = cl(/) 
/>0 ^ I(/)>0 

b b 

f{x)dx + / f{x)dx = / f{x)dx a < c < b 

c a 

{b-a)mif < I(/) < (5 -a) sup/ 

I I 

Zum Schluss dieses Abschnitts wollen wir noch den folgenden Satz beweisen, der in geeigneter 
Weise dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung (vgl. Satz 7.5.4) entspricht. 

Satz 8.3.8 (Mittelwertsatz der Integralrechnung) 

Sei f G C([a,5],K), dann gibt es ein xq G {a,b), so dafi gilt: 

b 

f{x)dx = f{xo){b-a), 



d.h. man findet einen Punkt xq in dem Intervall [a, b], so dass der Flacheninhalt des Rechtecks, 
gebildet aus der x-Achse, der Parallelen zur x-Achse durch den Punkt f{xo) und den Parallelen 
zur y-Achse durch die Punkte a und b dem Flacheninhalt unter der Funktion f uber dem Intervall 
[a, b] entspricht. 
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Beweis: 

Definiere m := min/ und M := max/, was wegen der Stetigkeit von / wohldefiniert ist. 

[a,b] [a,b] 

b b b 

=> / mdx < f f{x)dx < f Mdx 

a a a 

nach den Rechenregeln fiir die Integrate von Regelfunktionen. 

b 

=> m<^jf{x)dx<M. 

a 

Nach dem Zwischenwertsatz (Satz 7.1.19) gilt nun wegen der Definition von m und M: 

b 

3x0 G {a,b) : /(xq) = ^J f{x)dx. 
Q.e.d. 

8.4 Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung 

In diesem Abschnitt wollen wir den Zusammenhang zwischen dem Integral iiber Regelfunktionen 
aus Abschnitt 8.3 und den Stammfunktionen aus Abschnitt 8.1, also eine Verkniipfung der 
Differentiation und der Integration herstellen. Fiir Treppenfunktionen hatten wir die Beziehung 

b 

J f{x)dx = F{b) — F{a) fiir / € T(/,]R) und F Stammfunktion zu / bereits in Abschnitt 8.1 

a 

eingesehen. 

Hilfssatz 8.4.1 

Sei I := (a, 5),/ G TZ{I,R) und F{x) := j f{t)dt fur x G [a, 6]. Dann ist F : [a,b\ ^ K. 

a 

wohldefiniert und Lipschitz-stetig, und es gilt F{a) = 0. 

Beweis: 

Mit den Eigenschaften des Integrals fiir Regelfunktionen (vergleiche Ende Abschnitt 8.3) folgern 

wir: 

\F{xi)-F{x2)\ = \J f{t)dt- J f{t)dt 

a a 

X2 



I f{t)dt (O.B.d.A. xi < X2) 



< |xi-X2| sup |/(x)| 

xE[xi,X2] 

< Ixi - X2I 



also ist F Lipschitz-stetig. Die restlichen Behauptungen des Hilfssatzes sind klar. 
Q.e.d. 

Im allgemeinen ist die Funktion F nicht differenzierbar, doch es existieren die rechts- bzw. 
linksseitigen Grenzwerte des Differentenquotienten, wie wir im folgenden Satz beweisen wollen. 

Satz 8.4.2 

X 

Seien I = [a, 6] , / G 7^(/, R) und F{x) := J f{t)dt. 

a 
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Dann gilt fiir x £ I: 



3 lim ±^(^±|^)T^(^) = j(2. ± 0) =: F!^{x), 



h\0 

wobei f{x lb 0) := lim f{x it h). 

h\0 

Beweis: 

O.B.d.A. zeigen wir die Behauptung fiir die rechtsseitige Ableitung: 

Es ist F{x + h)- F{x) = J f{t)dt und f{x + 0)h = f{x + 0) / Idt 



n^^±Mz£M_/(^ + 0) 



iTu{t)-f{x+Q))dt 



x-\-h 

<\-e J dt = e 



Da / nach Voraussetzung eine Regelfunktion ist, gilt nacli Satz 8.3.3: 

Ve>0 3(J>0 yt>x, \t-x\<5: |/(t) - /(a; + 0)| < e, 

d.h. fiir < /i< (5 = 5{e) folgt: 

=> 3F|(x) = /(x + 0). 

Q.e.d. 

Hieraus folgt nun sofort der 

Satz 8.4.3 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung) 

Es seien f G C{[a,b],R),x G [a, 6] und 



X 

F{x) := J f{t)dt. 



Dann ist F £ C^([a,6],R) und F' = f. 

Dieser Satz besagt also, dass jede stetige Funktion eine Stammfunktion F besitzt, welche durcli 
F{a) (Vorgabe hier: F{a) = 0) eindeutig bestimmt ist: 

Folgerung 8.4.4 

Sei f € C([a,5],K) und F eine Stammfunktion zu f. Dann ist 

b 

I f{t)dt=F{b)-F{a)=:F 

a 

Beweis: 

Die Stammfunktionen untersclieiden sicli lioclistens um eine Konstante, also gilt: 

Jf{t)dt = F{x) + c 

a 

X 

Fiir X = a folgt hieraus = F{a) ^ c^ c = —F{a)^ und somit F{x) = F{a) + J f(t)dt. Setze 

a 

nun X = b^ so folgt die Behauptung 
Q.e.d. 



Bemerkung 8.4.5 

Da wir nun nach Folgerung 8.4-4 das bestimmte Integral durch die Stammfunktion in der an- 
gegebenen Weise beschreiben konnen, sind nun die Regeln der partiellen Integration bzw. der 
Substitution aus Abschnitt 8.1 somit auch auf bestimmte Integrate anwendbar: 

b b 

f{x)g'{x)dx = fg ^- f'{x)g{x)dx. 

a 

b g(b) 

bzw. j f{g{x))g'{x)dx = j f{t)dt. 

a g{a) 

Zur letzten Bemerkung rechnen wir am Ende dieses Abschnitts noch ein 

Beispiel 8.4.6 

Es soil die Flache des halben Einheitskreises, beschrieben als Bogen ilber der t-Achse 
(/(t) = V 1 — t^ fiir t G [— 1, 1]) berechnet werden: 

1 

/ Vl — f^dt = / Vsin^ a;(— sina;)da; = / sin xdx 

— 1 — TT — TT 

IT 



= -(x sin 2a;) 

2^ 2 ^ 



2 



Dabei benutzen wir im ersten Schritt die Substitution g{x) = cos a; in [— vr, 0] und rein formal: 
t = g(x) =^ ^ = g'{x) =^ dt = g'{x)dx. Im zweiten Schritt beachte man, dass sin auf [— 7r,0] 
negativ ist, und im dritten benutzt man die Ergebnisse aus dem Beispiel unter 3) des Hilfssatzes 
8.1.2 . 

8.5 Vertauschung von Grenzprozessen 

In vielen Anwendungen tritt das Problem auf, dass Grenzprozesse vertauscht werden sollen, 
wie zum Beispiel die Konvergenz von Funktionenfolgen oder Differentiation mit der Integration. 
Eine zufriedenstellende Antwort, wann dies moglich ist, wird spater (Lebesguesche Integration) 
gegeben, doch wollen wir in diesem Abschnitt einige hinreichende Bedingungen fiir die Ver- 
tauschbarkeit von Grenzprozessen bei Regelfunktionen beweisen. 

Vertauschung von Integration und „n -^ oo": 

Seien /„ und / aus C([a,5],]R) oder 7^(/, K) mit / = [a, 6] und es gelte lim fn{x) = f(x), dh. 

n — >oo 

die Funktionenfolge /„ konvergiert punktweise gegen die Funktion /. 
Die Frage ist nun, ob die folgende Beziehung giiltig ist: 

b b 

lim f fn{x)dx = f f{x)dx. 
Die Antwort ist im allgemeinen nein, denn es gilt: 



Beispiel 8.5.1 

Es sei I = [0,1]; 

fn{x) := n^xe~'^^ 

Dann gilt fiir x ^ : 



und f{x) := 0. 



(na:)^e "^^ {nxY 6 (nx)^ 

a; xe^'^ [nx)'^ x 



nx^ 



= fix), 



denn e^ > ^ fiir z >0, aber: 



fn{x)dx = —nxe 



+ n / e-'^^dx = -ne"" - e"" + 1 



1 
1 / = / f{x)dx. 







Ein hinreichendes Kriterium fiir die Vertauschbarkeit von Grenzwertbildung bei Funktionenfol- 
gen und Integration, wie im Beispiel beschrieben, ist die gleichmafiige Konvergenz. 

Satz 8.5.2 

Seien fn,f G 7^(/,]R) und ||/„ — /||oo -^ fiir n ^ oo (gleichmafiige Konvergenz). Dann gilt: 

b b b 

lim / fn(x)dx = / lim fn(x)dx = / f(x)dx. 

n^oo J J n^oo J 

a a a 

Beweis: 

Einerseits klar aus der Definition von TZ{I, R) als Abschluss der Treppenfunktion T{I, R) beziiglicli 

der Supremumsnorm und des Integrals. Andererseits kann man folgendes betrachten: 



J fn{x)dx - J f{x)dx 



<(^-a)ll/n-/||oo"=^0. 



Q.e.d. 



Die gleichmafiige Konvergenz ist zwar eine hinreichende Bedingung fiir die Vertauschbarkeit in 
diesem Falle, jedoch keineswegs notwendig, wie das nachste Beispiel zeigt: 

Beispiel 8.5.3 

Es sei I = (0, 1), und wir definieren in I: 

fn{x) = x^, X el 
dann gilt: Vx € / : fn{x) -^ 0, also f{x) := 



0, <a; < 1 



1, x=l 
Die Konvergenz ist nach 7.2.2 1) nicht gleichmdfiig, dock es gilt: 



J x^dx 





n+l 



\ n — >oo 



= J f{x)dx. 





"•+! 

Vertauschung von Differentiation und „n -^ oo" 

Ein hinreichendes Kriterium liefert der folgende 



Satz 8.5.4 

Es seien fn G C^([a, 6],K), ftir ein xq G [a, 6] konvergiere (/n(a^o))n und {fn)n konvergiere 
gleichmafiig. Dann gilt: 

3/GCi(K6],lR): ||/.-/||oo"=^0 und ||/; - /'||^ '^-^^ 

d.h.: lim f'^ = ( lim /„)'. 

n— >oo n— >oo 

Beweis: 

Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrectinung (Satz 8.4.3) gilt: 
Ux) = Uxo) + I fUt)dt, 

Xo 
Xo X 

(o.B.d.A. sei x > xq, sonst betrachte /...=: — /...). 

X Xo 

X 

^\Ux)-fUx)\ < \fn{xo)-fUxo)\+ I f'nit) - lL{t)dt 



< \fn{xo) - fUxo)\ + \b- alll/;, - C\\^ 

< £ fiir n, m > no(a;o,e). 

Da die Abschatzung unabhangig von x ist, konvergiert aucli die Folge {fn)n gleichmafiig. Sei also 
/ ihr Grenzwert in C{[a^ &],]R) (vollstandig bzgl. der Supremumsnorm nach Folgerung 7.2.11) und 
g der Grenzwert von (/4)n in C([a, 6],K). 

Lassen wir nun in der ersten Gleichung des Beweises n ^ cxd gehen, so folgt wegen der Konver- 
genz von (/„)„ gegen / und der gleichmafiigen Konvergenz vo (/4)ra gegen g mit Satz 8.5.2: 

f{x) = f{xo) + J g{t)dt, 
woraus f' = g fofgt. 

Parameterabhangige Integrale 

Seien / := (a, 6), J := (c, d) Intervalle in K und / : / x J ^ K, (x,t) \-^ f{x,t). Fiir alle 

b 

t G J sei f{-,t) G TZ{I,'R). Dann ist F{t) := J f{x,t)dx wohldefiniert. Mann nennt dann t 

a 

den Parameter und t ist das kontinuierliche Gegenstiick zu den vorher behandelten diskreten 
n G N. Der folgende Satz liefert entsprechend zu Satz 8.5.2 ein hinreichendes Kriterium fiir die 
Vertauschung von Grenzprozessen. 

Definition 8.5.5 

Eine Funktion f : I x J ^ R, (x , t) >-^ f{x, t) heifit gleichmafiig beziiglich x stetig in t, falls 

yto £ J Ve > 36 >0 yt,\t-to\<S Va; G / : \f{x,t)-f{x,to)\<e. 



85 



Satz 8.5.6 

Sei f gleichmafiig beziiglich x stetig in t. Dann gilt: 





FgC(J,]R), dh. lim f{x,t)dx= / \im f{x,t)dx. 



Beweis: 



Es gilt fiir |t — to| < ^{to^e)'- 

\F{t) - F{to)\ < J \f{x, t) - fix, to)\dx <{b- a)e. 

a 

Q.e.d. 

In Analogie zu Satz 8.5.4 beweisen wir den folgenden 

Satz 8.5.7 

Fiir alle x G I,t G J existiere 

gix, t) := fjix, t) = lim f^^'^+^lf^^'^) 

mit i)\ft G J : g{-,t) £ TZ{I,R) 

a) g ist gleichmafiig beziiglich x £ I stetig in t £ J. 

b 

Dann ist F G C^{J,R) mit F'{t) = J g{x,t)dx, d.h. also: 



b \ ^ 

3 1 (//(.,tM.U /!/(.,, )d.. 



Beweis: 



F{t+h)-F{t) } f{x,t + h)-f{x,t) 

dx 



h J h 

a 
b 

g{x, t + '&h)dx mit i? = {^{x, t) £ (0, 1) (Mittelwertsatz) 

b b 

ix,t)dx + J\gix,t+m)-gix,t))dx . 

a 

Wegen der Stetigkeitsvoraussetzungen ii) an g ist der zweite Summand < {b—a)-s fiir \h\ < 6{t, e). 
Also gilt fiir den Grenzwert h ^ 0: 

b 

3F'{t) = J g{x,t)dt ^ F' £ C'^{[a, 6],R) nacli dem vorigen Satz. 

a 

Q.e.d. 

Der folgende Satz ist ein Spezialfall (fiir „glatte /") des Satzes von Fubini (Guido Fubini, 

19.1.1879 - 6.6.1943) iiber die Vertauschmig der Integrationsreihenfolge. 



Satz 8.5.8 

Es sei f : I X J ^ R stetig, d.h. 

V^o = ito,xo) Ve > 36 > V^ = ix,t), \^ - ^o| = ^ix - xo^ + (t - to^ < 5 : 

1/(0-/(^0)1 <e. 

b d 

Dann F G 7^(J,]R) mit F{t) = J f{x,t)dx und G G 7^(/,]R) mit G{x) = J f{x,t)dt und es gilt: 

a c 

d d / b \ h / d \ h 

c c \a / a \c / a 

Beweis: 

1) / ist gleichmafiig stetig (Beweis analog zu Satz 7.1.25) und somit gleichmafiig beziiglich x 
stetig in t und gleichmafiig beziiglich t stetig in x. Dann ist nach Satz 8.5.5: 

F£C{J,R), G £C(I,R)^ F £TZ{J,R), GG7^(/,R) 

yd d y 

2) Definiere: Ii{y) := f f f{x,t)dt dx und -^2(2/) := j j fix,t)dx dt 

a c c a 

3) Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung (Satz 8.4.3) folgt, da G stetig ist: 

3/((y) = Jfiy,t)dt und h G C\1,R). 

c 

y _ _ _ _ 

4) Fiir g{y, t) := J f{x, t)dx gih: \/y € I : g{y, •) G C{J, R) und \/t e J : g{-, t) G C{I, R) 



Wiederum mit dem Hauptsatz und Satz 8.5.6 bzw. 7.1.25: 
^i9{t,y) = f{y,t) und 3/^(y) = J f{y,t)dt. 

c 

=> I[{y) = ^2(2/) ^ h{y) = l2{y)+ const, da /i und I2 stetig sind. Wegen /i(a) = /2(a) = 

folgt Ii{y) = ^2(2/) und speziell fiir y = b die Behauptung. 

Q.e.d. 

8.6 Uneigentliche Integrale 

Bei der bisherigen Behandlung der Integration haben wir zwei wesentliche Voraussetzungen 
gemacht: 

i) / G 7^(/,K) C B{I,R), d.h. die Funktion /, also der Integrand, ist beschrankt. 

ii) / = {a,b), d.h. das Integrationsgebiet ist beschrankt. 

Wir wollen den Integrationsbegriff in diesem Abschnitt beziiglich dieser Eigenschaften durch die 
sogenannten uneigentlichen Integrale erweitern. 



Definition 8.6.1 

Es set I = {a,b),c£ [a,b],f moglicherweise „singular" in c, dock es gelte: 

Ve > / € 7^((a,c — e),]R) und f € TZ{{c + e,b),R) (e kann natiirlich nicht beliebig grofiwerden 

und fiir c € {a, b} gilt nur jeweils eine der Bedingungen.) 

O.B.d.A. sei c G {a,b), dann existieren die Integrate 

his) := Tf und his) := J f. 

a c+£ 

Falls die beiden Grenzwerte Ij := lim Ijis) (j = 1,2) existieren, so nennen voir 

b 

J f := Ii + h uneigentliches Integral von f iiber I. 

a 

Beispiele 8.6.2 

i) Sei I = (—1, 1) und fix) := —7= , x ^ und /(O) beliebig definiert. Hier ist also c = 

V 1^1 
die " Singularitat" , gemafider vorigen Definition, und es gilt: 

1 _ 1 -S , -£ 

J fix)dx = 2^/x =2-2v^^2 und J fix)dx = -2^/^ =-2^s^2^2 

£ £ _1 -1 

1 
Also existiert das uneigentliche Integral J fix)dx = 4. 

-1 

ii) Sei I = (-1, 1), fix) := ^ fiir x ^ und /(O) = 17. 
1 1 

Es ist J f = —2^ = "2 + 2£2" /" °° /""^ ^ \ 0) d.h. das uneigentliche Integral existiert 

nicht. 

Bemerkung 8.6.3 

Im letzten Beispiel 8.6.2 ii) existieren zwar die einzelnen Grenzwerte nicht 

— £ _£ 

(auch J f = —Q^ = ~2^ + 2 Nj ~°° f"^^ ^ N" ^)> ^^^^ dennoch konvergiert deren Summe: 

_i =^ -1 

1 -£ 1 el 

/ + / / = 1, d.h. p.v. f = lim \ f ^ f\ existiert. 

£ -1 -1 -1 £ 

Wir nennen dies den Cauchyschen Hauptwert von f (principal value). 

Zur Erweiterung auf unbeschrankte Integrationsgebiete machen wir die folgende 

Definition 8.6.4 

Es sei D := (a, oo) und f G 7^((a,Q;),K) fiir alle a > a, d.h. Ma > a : 3/(q;) := //. 

oo a 

Existiert nun I := lim /(a), so nennen wir I =: J f uneigentliches Integral iiber D. 

oo oo 

Entsprechend dieser Definition wird auch das Integral / / definiert, wobei die Integrale / / 

g — OO 

und / / getrennt existieren miissen. Ist letzteres nicht der Fall, so konnen wir in Analogic 

~°<^ oo a 

zu Bemerkung 8.6.3, den Cauchyschen Hauptwert definieren: p.v. f f = lim f /, falls dieser 

'' a^oo 

^ . . ~oo —a 

Grenzwert existiert. 



Beispiel 8.6.5 

Es soil das uneigentliche Integral 



smx 



-dx 



vr 
2 



berechnet werden. 



1) In X = liegt keine Singularitat vor, da die Abbildung x i-^ ^^^^ stetig erganzt werden kann 
(vgl. Abschnitt 7.5 , Regel von de L'Hospital 1), Beispiel i)). 



2) J^dx 

1 



" _ r cosx ^ ^^^-^ _ cosa _ J co|x^^ 
1 1 1 

Die rechte Seite konvergiert fiir a -^ oo, denn es gilt: 

13 f3 

I f ^^^dx\ < f ^dx = ^ - ^^0 fur a, B^ oo 



Das uneigentliche Integral f ^^^^dx existiert. 





3) Fiir a > Q sei 



/(") 



e sm ax 



-dx. 



Mit einer ahnlichen Argumentation wie eben zeigt man, dass das Integral existiert, ebenso 

oo 
das Integral f e~^ cos a x dx, das wir fiir die folgende Berechnung von f'{a) brauchen: 


f(ct-^h)—f(ct) r —T 1 r e^^ f sin( a-^h)x— sin ax \ j 

— h ~ J ^ c°^ a X dx = J —^ I — ^^ '-j^ X COS ax I dx 

"^ ^ ' 

oo 

= / e~^(cos(Q;a; + ^/ix) — cos ax)dx, 



wobei im letzten Schritt der Mittelwert der Differentialrechnung (Satz 7.5.4) benutzt wurde. 



wie auch fiir die folgende Abschatzung: 

oo 



'^ — ^ ^"' — / e ^ cos axdx 







< \h\ J X e ^ dx. 





Da das Integral auf der rechten Seite existiert und positiv ist, konvergiert die rechte Seite 

gegen Null, falls h ^ 0, d.h. 

oo 
3f'{a) = J e~^ cos a x dx. 



Mit Hilfe mehrfacher partieller Integration zeigt man 
f\a) = 1 - aV'(«) ^ /'(«) = TT^ 
und wegen arctan' a = ^ 2 folgt (man wahle den Hauptzweig des arctan ): 



f{a) = e dx = arctan a 



und mit der Substitution t = ax ergibt sich: f{a) 



*/" sin t 



dt. 



4) Wir zeigen 



lim 

a — >oo 



—f/ 

e '"sin t f sint 
dt = / dt, 



woraus dann die Behauptung 



sin t n 
dt = lim arctanfa) = — 



folgt. Es ist: 



e—t/^sint 





oo 


A 


dt- 


- ./■ ^d^ 


<I 











5 ^/g sint sin t 

t t 



= : I +11 + III 



dt + 



e-t/"smt 



dt 



+ 



J ^-^dt 

A 



Wegen 



e-y-i 
y 


= 


yev 



<lfury>0 gilt: / < / ^| sin t\dt < ^ < f fiir a > aoiA, e). 

" 



Weiterhin ist III < | fiir A > Ao{e) nach 2). 

Um Term II abzuschdtzen, benutzen wir partielle Integration. Dazu sei 

git, a) := 3=^6"*/° (cos t + ^) ^ ggit, a) = e"*/" sin t, 

wobei die Funktion g von mehreren Variablen abhangt und ^ die „partielle" Ableitung 
nach t bezeichnet. Es istMa > 1 Vt > : [^(t, q;)| < 2. 



Va > 1 : ]j- e-*/° sin tdt 



g{t,a) 



t=B B 



+ 1 



9{t,a) 



dt 



t = A ^4 

B 



- B^A^^Jfi'^^^B^A t 



- B ^ A ' 



was fiir A, B ^ 00 konvergiert. Also: 

II <§ fiir A>Ai{e). 

Wahlt man nun A := max(^o(£)) Ai{e)) = A{e), dann a > ao{A,e) = ao{£), so ist 

I + II+III <£ 

und der Grenzwert existiert und konvergiert gegen das Gewiinschte. 
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8.7 Das Riemannsche Integral 

Bisher haben die Integrale fiir Treppenfunktion und dann allgemeiner fiir Regelfunktionen be- 
handelt, doch reicht dies i.a. fiir die Anwendungen, etwa in der Physik, nicht aus. Deshalb 
werden wir spater Lebesgue-intergrierbare Funktionen einfiihren. Wegen seiner Anschaulichkeit 
interessant ist das historisch altere Riemannsche Integral. Es steht im gewissen Sinn zwischen 
dem Integral fiir Regelfunktionen und dem Lebesgueschen Integral. Wir wollen uns in diesem 
Abschnitt auf eine kurze Andeutung bescliranken: 

Es sei / := (a, 6) ein Intervall und Z^ := {xq, . . . ,Xn} eine Partition von /. Fiir / G 8(1,^) sei 
zu n G N: 

/"(x) := sup f{t) und fn{x) := inf /(t) jeweils fiir x G [a;i_i,a;i), 
d.li. fnif^ £ T(/,K). Bezeiclinen nun 

I''{f)--=lr und In{f):=Ifn 

a a 

die Integrale dieser Treppenfunktionen, so sind die {In)n bzw. (/")n monoton waclisend bzw. mo- 
noton fallend bei Verfeinerung der Partition. Wegen / G 3(1,^) sind beide Folgen besclirankt, 
so dass fiir A„ = max \xi — Xi-i\ mit A^ -^ fiir n ^ oo, die folgenden Definitionen Sinn 
maclien. 

Definition 8.7.1 

i) Mit den obigen Bezeichnungen nennen wir 

I*{f) := inf /-(/) bzw. h{f) := sup/„(/) 
oberes bzw. unteres Riemannsches Integral. 

a) Eine Funktion f G B{I, K) heifit im Riemannschen Sinne integrierbar: 44> 
I* if) = I*{f). 

b 

Man schreibt dann wieder, falls / Riemann-integrierbar: /(/) := /*(/) ='■ J f fiii" das Riemann- 

a 

scire Integral von /, was insbesondere dadurcli gereclitfertigt wird, dass / G 7^(/, K) Riemann- 
integrierbar ist und das Riemann-Integral mit dem Integral fiir die Regelfunktion iibereinstimmt 
(fiir Treppenfunktionen klar, fiir Regelfunktionen durcli Approximation). 

Es gelten aucli fiir das Riemann-Integral die iibliclien Reclienregeln (vgl. Ende von Abschnitt 
8.3) wie Z.B.: Jif + g) = J f + J g oder | / /| < (6 - a)||/||oo. 

/ II a 

Wie eben bemerkt, sind Regelfunktionen Riemann-integrierbar sind, doch gibt es auch / ^ 
7^(/, K) die Riemann-integrierbar, denn es miissen nicht notwendigerweise die links- bzw. rechts- 
seitigen Grenzwerte existieren. Ein Beispiel hierfiir kann eine oszillierende Funktion sein: 
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Beispiel 8.7.2 Sei I := (0, 1) 

{1 + sin - , < X < 1 
, x = 0, 

dann ist f ^ TZ{I,'R), aber f ist Riemann-integrierbar, denn: 
(O.B.d.A. ist eine Umgebung des NuUpunktes interessant.) 
In I^ := [0,s], e > klein, gilt: 

</"(/! )<!2 = 2e^0. furs 10. 

'' 

</„(/! )</2 = 2e^0/itr£i0 

'= 

^ |/-(/| J - /„(/! Jl < 4e ^ /itr e i 

e 

=^ Das Riemann- Integral J f existiert. 



Allerdings existiert in diesem Fall auch das uneigentliche Integral fiir Regelfunktionen (vgl. Ab- 
schnitt 8.6): 

1 l/e . 

lim f sin -dx = lim f ^^ dt fmit der Substitution - = t) 

oo 

existiert, da J ^ dt existiert, d.h. soviel ist bei diesem Beispiel nicht anders als bei Regelfunk- 

1 
tionen. 



Ausblick 

Die Klasse der Riemann-integrierbaren Funktionen wird letzten Endes doch zu klein sein. Das 

liegt daran, dass die fiir ,B(/,K) bzw. 7^(/, K) verwandte Supremumsnorm ||/||oo = sup |/(a:)| zu 

xei 
stark ist (die zugehorige Topologie ist zu fein), besonders fiir die Anwendungen in der Physik. 

Daher werden in den Anwendungen oft andere Normen benutzt wie zum Beispiel: 



1 •= 



oder 



2 •= 



V 



l/P = v'(/./>=' 



wobei (/, g) := f fg ein Skalarprodukt (auf dem Raum der quadratintegrierbaren Funktionen) 
ist. Fiir diese Normen gilt: 



1 < (6-a)||/||oo und auch ||/||2 < V^ - a ||/||oo sowie 
1 < Vb — a II/II2 < (^ — a)||/||oo (Ungleichung von Caucliy & Schwarz vgl. Satz 5.5.6). 

Die Normen sind aber nicht „aquivalent", so ist / auf / = (0, 1) mit f{x) = —^ aus „iv^", aber 

1 1 

nicht aus „L^" oder TZ{I,M.) (siehe spater, hier formal: / -j=dx < 00, J - dx = 00). 

Wir werden spater L^{I,R) einfiihren durch die Vervollstandigung von T(/,K) unter || • ||i, 
vervoUstandigen also in einer groberen Topologie (als der von || • ||oo induzierten) und vergrofiern 
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dadurch die Klasse der integrierbaren Funktionen. Dafi dies eine echte Erweiterung ist, belegt 
das folgende 

Beispiel 8.7.3 

Sei I := (0, 1) und 



/(^) 



1 X eQDl 

sonst, 

dann ist f ^ 7^(7, K) und f ist nicht Riemann-integrierbar, denn /*(/) = 0,/*(/) = 1, aber 

es wird f £ L^(/, K) gelten mit dem Lebesgue- Integral // = (,denn / = aufierhalb einer 

I 
„Nullmenge", wobei hier Q diese Nullmenge ist, da Q abzdhlbar ist und deswegen „Mafi" Null 

hat). 
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9 Reihen von Funktionen 

In Kapitel 4 hatten wir bereits Reihen von reellen oder komplexen Zahlen behandelt. Sie batten 

oo n 

die Form Yl %' ™it %' G ^ (oder C) und s^ = Yl % wurde (die n-te) Partialsumme genannt. 

i=i j=i 

Wir hatten gezeigt: 

oo 
die Folge (s„)„ ist konvergent <^ die Reihe Yl %' konvergiert => die Folge (a„)„ ist eine Nullfolge. 

i=i 
Aufierdem haben wir absolute Konvergenz definiert und gezeigt, dass absolut konvergente Reihen 

konvergieren. Weiterhin bewiesen wir das Leibniz-, das Majoranten-, das Quotienten- und das 

Wurzelkriterium fiir Reihen. 

Wie am Ende von Abschnitt 7.2 iiber Funktionenfolgen angekiindigt, wollen wir nun Reihen 

betrachten, deren Glieder Qj selbst wieder Abbildungen sind. 

9.1 Differentiation und Integration 

n 

Es sei / C K, aj G J^{I, R) (j = 1,2...) und Sn{x) = Y %'(^)- E)ann ist {sn)n eine Funktionen- 
folge, fiir die wir in Abschnitt 7.2 verschiedene Konvergenzbegriffe kenngelernt haben: 

i) Konvergenz fiir festes xq G I : Sn{xo) -^ s{x()) fiir n ^ oo 

ii) punktweise Konvergenz in /: Vx G / : Sn{x) -^ s{x) fiir n -^ cxd, 
d.h: Va; G / Ve > 3no Vn > hq : \sn{x) — s{x)\ < e. 

iii) gleichmafiige Konvergenz in /: ||s„ — s||oo ^ oo fiir n ^ oo, 
d.h. Ve > 3no Vn > no Va; G / : |s„(x) — x{x)\ < e. 

n 

Entsprechend formuliert man auch fiir die absolut konvergenten Reihen {{Y l%l)n konvergiert) 

die verschiedenen Konvergenzbegriffe. 

Ein Analogon zum Kriterium der absoluten Konvergenz bei Zahlenreihen ist der folgende 

Satz 9.1.1 

Es seien a„ G BC{I,M.) und c^ G Mg" /iJr alle n G N, Y'^n konvergent, und fiir alle a; G / gelte: 

n 
\an{x)\ < Cn. 

Dann konvergiert die Reihe Y (^n absolut und gleichmafiig gegen eine stetige Grenzfunktion. 

n 

Beweis: 
Die Konvergenz der Reihe folgt aus Satz 7.2.12 und die Stetigkeit der Grenzfunktion wegen der 
gleichmafiigen Konvergenz mit Satz 7.2.7. 
Q.e.d. 

Schon im Hilfssatz 7.3.1 haben wir die absolute und gleichmafiige Konvergenz der Exponential- 
reihe gezeigt: 
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Beispiel 9.1.2 

Filr X G (—R,R) und n £f^ sei o-nix) = — r- 

n! 

Dann ist \an{x)\ < — r =: c„, und die Reihe X^c„ konvergiert nach dem Quotientenkriterium 

n 

(Satz 4-9), denn es gilt: 

I ^^7^ I ^ :^^Ti ^ 9 < 1 fuf n > no = [R] (Gaufiklammer). 

n 

Also konvergiert die Funktionenfolge {sn)n mit Sn = ^ ^ nach Satz 9.1.1 in {—R,R) absolut 

3=0 ^' 
und gleichmdfiig gegen eine stetige Grenzfunktion s{x). 

Aus Satz 9.1.1 wissen wir, dass die Grenzfunktion, gegen die eine Funktionenreihe unter den 
angegebenen Bedingungen konvergiert, stetig ist. Uns interessiert aber auch, wann (und wie) 
man integrieren bzw. differenzieren kann. 

Satz 9.1.3 

Seien Qj G 7^(1, M.) fur alle j G N und (s„)„ konvergiere gleichmafiig in I gegen die Grenz- 
funktion s. 
Dann ist s G TZ{I, R) und Va, (3 G I gilt: 



s{x)dx = 2__^ / aj(x)dx. 



(Die Vertauschung von Integration und Grenzuhergang ist also erlaubt). 

Beweis: 
Da 7^(7, K) vollstandig bzgl. der Supremumsnorm ist, gilt s G TZ{I,'R). 
Die Vertauschung der Grenzprozesse ist nach Satz 8.5.3 gerechtfertigt. 
Q.e.d. 

Nach dem letzten Satz ist also bei Regelfunktionen und gleichmafiiger Konvergenz die gliedweise 
Integration moglich. Nicht so einfach verhalt es sich mit dem Differenzieren, bei dem starkere 
Voraussetzungen erfiillt sein miissen, wie der folgende Satz zeigt: 

Satz 9.1.4 

n n 

Seien I = {a,b),aj G ^(/, K) in I differenzierbar, Oj G S(/,K), s„ := Yl %') ^n '■= Yl '^'■ii 

3=1 3=1 

oo 

t := Yl (^'j £ ^{I^ I^) und es gelte: 

3 = 1 

i) 3^0 G / : {sn{x(}))n konvergiert gegen s{xq) 
a) \\tn — i\\oo -^ fur n -^ oo. 

Dann folgt: 

oo 
V W^n - s||oo -^ (d.h.: 3s = Y ^j) 

3 = 1 
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2) s ist differenzierbar in I mit s' = t. 

Beweis: 
a) Es gilt Sn ^> s gleichmafiig fiir n ^ cxd, denn: 

\Sn{x) - Sm{x)\ < \{Sn{x) - Srri{x)) - {Sn{xo) - Sm{xo))\ + \Sn{xo) - Sm{xo)\ 

n 

{n> m) = ^ (ajix) - aj{xo)) + |s„(a;o) - Sm(a;o)| 

j=m+l 

n 

(Mittelwertsatz) = |a;— a^o] ^J ^'ji^) '^ \-^n{xo) — Sm{xo)\ mit x = x(n,7n,x,xo) ^ I 

j=m+l 

< {b- a)\\tn - tmWoc + \Sn{xo) - Sra{xo)\ 

< e fiir n,m> no{e,xo) = no(e) (a^o fest) 



b) Es existiert s' = t, denn: 
Sei 



rn{x) := — tn{xi) fiir beliebiges, aber festes xi G /. 



X — Xi 



=^ r„ € ;B(/, M) und lim rn{x) = 0, also existiert s^ = t„. 
(?"ra)n konvergiert glieclimafiig, denn: 

rn{x)-rm[X) = {tn{xi) - t^[Xl)) 

X — X\ 

= {s'^- ^■m){x)-{tn{xx)-t^{x{)), X = x{n, m, X, Xi) 

= {tn - tm){x) - {tn{xi) - tm{xi)) 

=> \\rn-rm\\oc < 2 ||t„ - t^lloo ^ fiir n,m^oo 

Also ist {rn)n Cauchyfolge bzgl. der Supremumsnorm, und da B{I,R) beziiglich derselben 
vollstandig ist, existiert der Grenzwert r := || • ||oo — limrn 



, , s(x) — s(xi) , , 
r{x) = ^^ ^-^ - t{xi) 



X — Xi 



c) Es ist lim r(x) 

X—fXl 



0, denn: 



\r{x)\ < \r{x) - rnix)\ + |r„(a;)| < e, 



fiir gegebenes e > 0, da der erste Summand wegen der gleichmafiigen Konvergenz von 
(■Sra)ra bzw. {tn)n gegen s bzw. t, kleiner als | ist, falls n > no(e) und der zweite ist < |, 
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falls \x — a^ol < 6(xi^e)^ wegen der in b) gezeigten Konvergenz lim r^(x) = 0. 

x—^xi 

=> 3 s' = t. 

Q.e.d. 

9.2 Potenzreihen 

Eine spezielle Klasse von Reihen von Funktionen sind die sogenannten Potenzreihen, die die 
G est alt 

oo 

fiir Qj G K (oder auch C) haben. Wir behandeln sie in diesem Abschnitt der Einfachheit 
halber fiir xo = 0. Mit 

n 

i=o 
bezeichnen wir wie iiblich die n-te Partialsumme. 

Satz 9.2.1 

(sn)n konvergiere fiir ein festes zo € K \ {0}. Dann gilt: 



1) Vx G i3(0, l^ol) konvergiert {sn{x))n, und zwar absolut und gleichmdfiig in jedem B{0,a) 
(= [—a, a] im Reellen) fiir a < \zo\. 

2) Es ist s G C°°{B(0, \zo\)) (unendlich oft differenzierbar) , und die Ableitungen Sn -^ s''^) 



konvergieren fiir alle fc G N gleichmdfiig und absolut in BiQ^a). 

3) Es gilt 

J Sn — > / s fiir n —> 00. 



B{0,a) B{0,a) 

Bemerkung: Es gilt: s ist in zq von innen stetig: 

lim s{x) = s{zq) Abelscher Grenzwertsatz . 

\x\<\zo\ 

Beweis: 
zu 1) Da die Folge (sn(a^o))n konvergiert, muss notwendigerweise a^Zg -^ fiir n ^ oo gelten. 
=^ 3no, Vn > no : lan^o"! < 1- 



^Vn>no : ^^/K^\ = ^Ik^HJ^I < j^ < 1, 

also folgt mit dem Wurzelkriterium die erste Behauptung. 
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zu 2) Die Ableitungen der Partialsummen berechnen sich zu: 

n n—1 

i=o i=o 

Diese konvergieren gleichmafiig und absolut wegen 

il\{j + l)aj+,xi\ < V'(i+l)/|zoQ <q<l 

fiir j > jo{T^,no) (wobei no wie in 1)). 
Also folgt mit Satz 9.1.4: 

sG C\B{0,a),R). 

Die Argumentation lasst sich wiederholen, so dass man auch fiir alle k > 2 : s £ 
C''{B{0,a),R) zeigen kann, woraus sich dann s G C°°(i?(0, a),K) ergibt. 

zu 3) Diese Aussage ist klar wegen 1). 
Q.e.d. 

Bemerkung 9.2.2 

Die Aussage 2) aus Satz 9.2.1 wird fur x = zq im allgemeinen falsch. 
Beispiel: 

n . n ■ _-^ 

Fiir Zq = 1 konvergiert Sn{x) = J2 ^; dock s'{x) = Yl ^^~^~ divergiert in zq = 1. 

Hilfssatz 9.2.3 

Die Potenzreihe Yl (^n^^ konvergiere fiir ein 2:0 € K \ {0}, dann existiert 



a := lim (7 la^l. 

n V 

Beweis: 

Aus der Konvergenz der Reihe folgt notwendigerweise |an^"| -^ fiir n ^ 00 gelten. 

Damit muss aber die Folge l^ol \/|a„| beschrankt sein. 
Q.e.d. 

Dieser Zusammenhang zwischen der Konvergenz der Reihe und des angegebenen limes superior 
bringt uns zur folgenden 

Definition 9.2.4 

Wir nennen 

, falls lim \/|aJ nicht existiert 

n 

r := { - , falls a := lim \/|a„| existiert mit a / 



00 , falls a := lim \/|a„| existiert mit a = 



den Konvergenzradius der Potenzreihe 2_. 






Diese Definition wird insbesondere gereciitfertigt durcii: 

Satz 9.2.5 

Set r der Konvergenzradius der Potenzreihe J^'^j^''- Dann gilt: 

j 

1) {sn{x))n konvergiert absolut fur \x\ < r. 

2) {sn{x))n divergiert fiir \x\ > r. 

3) {snix))n kann fur \x\ = r konvergieren oder divergieren (r < oo). 
Beweis: 

i) r = =^ Die Reihe konvergiert fiir li;ein zq ^ nacti Hiifssatz 9.2.3. 
ii) r = 00 => Die Reitie li;onvergiert fiir alle a; € ]R, denn: 

yla^a;"'! = \x\ \/\an\ -^ fiir n -^ oo, 
also ist das Wurzelltriterium erfiillt. 
iii) Sei < r < oo: 

1) Sei 2;i G K mit |a;i| < r. Waiile p mit \xi\ < p < r, dann ist 



/ iX'i 

o-nX^l = \xi\ \/\a.n\ < < 1 fiir n ^ ^O) 

^ P 

da \/|a„| < - fiir n > uq. 
Also konvergiert {snixi))n absolut. 
2) Es konvergiere die Reihe in xq mit |a;o| > r. 

=> Sie konvergiert absolut in X2 mit r < \x2\ < \xo\ ncli Satz 9.2.1. 

Dies fiiliren wir zum Widerspruch: 

Sei p so gewalilt, dass r < p < \x2\ (=>-<-). 

Dann gibt es eine Teilfolge (a^)n mit 

1 /— 7 1 , / , 1 

' -^ -, d.li. also a„ > — . 



p " r 



, , 7 n 

\X2' ' 



yj \a'jX2\ > yj ( I > yj l = n ^ oo Widerspruch! 



i=i i=i ' ^ ' 3=1 

3) Fiir diese Aussage hier entsprechende Beispiele: 

i) Es sei 

oo -, 

i=o 
die geometrische Reihe. Wegen 

, , 1 - a;"+i 
Sn{x) = 



1 — X 

divergiert die Reihe fiir \x\ = 1. 

99 



ii) Fiir \x\ < 1 sei: 



oo 
X- 



j:-=-hi 



n ■ n _ 

denn fiir Sn{x) = J2 ^ gilt: NnC^^)! ^ Yl I^^P ^-Iso konvergent. 
i=i ^ i=i 

n-l 

Weiterhin konvergiert s'^(x) = J2 ^'' gegen j^— . 

Also folgt: s{x) = — ln(l — x). 

D.h. die obige Reihe konvergiert fiir x = —1 und divergiert fiir x = 1. 



Q.e.d. 

Beispiele 9.2.6 

1) Die Potenzreihe 



six) = E(-i; 



i^2i 



i=o 
konvergiert fiir \x\ < 1 (Leibnizsches Kriterium Satz 4-6). 

s{x) = 



l + a;2 ' 



oo 



formal: s{x) = Y. ((ia;)^)^ = jn^ = j^- 

Die Konvergenzbeschrankung r = 1 ist im Reellen nur schwer zu verstehen, aber im Kom- 
plexen hat die Funktion s(z) = tt"^- = (i-iz)(i+iz) Singularitaten fiir z G {— i,i}, d.h. fiir 
\z\ = 1. 

2) Die Binomialreihe 

Behauptung: \/a GR \/x G (—1, 1) gilt: 



{i + xr = Y: 

ra=0 



oo / \ 
n / 



^,,,, («)^^ «(»-i).^(.-(..-i)) ^ («)^^1_ 
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Beweis: 

Fur q; G No ist wegen (") = fiir n > a nichts mehr zu zeigen, denn dann ist dies die 

Binomische Formel (vgl. Beispiel 2.1.8.3)). 



i) Sei < a i^No, n > a > : 



a Q — 1 a— 2 
n ' 1 ' 2 



-i^-i) 



ra-1 



n-1 



„ n f-1 <^n 

j=i ^-^ ^ i=i 



wobei die letzte Ungleichung wegen j > [a] ^ < " < 1 richtig ist und die letzte 
Gleichung mit Cq. := Yl 1^ ~ 1|- 



i=i 



li-V^<l 



Also gilt fiir den Konvergenzradius von r von g{x) := NJ i")^^ ■ ^ ^ 1- 
a) a < : fi := —a > 0. Dann gilt fiir n > [/3]; 



a 



/3(/3 + l)-...(/3 + n-l) ^ /3(/3 + l)-...-(/3 + n-l) 

^ ^ l-...-n ^ ^ l-2-...i/31-(i/31 + l)-...n 



= (-ir 



/? /3 + 1 /3 + n-l 



[/?]! [/3] + l [/3] + 2 ■•■ 



i(/3 + n -[/?])•...• (/3 + n-l) 



ni < y^(/3-[/3] + n).... (/3 + n-l) < A_(/3 + n - 1)1^1 < c^nl' 



\ 



a 



< 



/C/3 n 



m 



1 fiir n ^ 00. 



("u^/. Beispiele 3.12 1) bzw. 3)). 

Also konvergiert auch hier g{x) (absolut) fiir \x\ < 1. 

Fiir \x\ < 1 ist g (unendlich oft) differenzierbar mit 



n=l 

oo 



/ a 
n\ \x 



n-l 



n=l 

oo 

{l + x)g\x) = E"(^)^""' + E 

a 



" r 

n\ \x 
\n 



a 



- S^"i"""''l..+iJ""v" 



= «E 

ra=0 



^" n ="5(^) 



= aE^ 



n=Q 



a — 1\ I a — 1 
. n / In - 1 



Die Funktion g erfiillt also die Differentialgleichung 



a 



g'{x) = ^j-— rS'Ca;) mit g{0) = 1. 
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Da g in einer Umgebung U{0) des NuUpunktes stetig ist, gilt dort wegen des positiven 
Anfangswertes g > 0. 



a'it) f 1 t=x t=x 

^ ' dt = a I ^^—^dt =^ lng{t) =aln(l + t) => \ng{x) = a\n{l + x) 



(t) J 1 + t 





g{x) = (l + x)" in U{0). 



Sei xq die dem Betrage nach kleinste Nullstelle von g, sofern sie existiert, also g{xo) = 
mit xq G (—1, 1) => = ^(a^o) = (1 + xq)". Wegen der Stetigkeit von g und der Funktion 
a; 1-^ (1 + x)" muss xq = —1 sein. Da dann xq ^ ( — 1,1) folgt C/(0) = ( — 1,1) und die 
Behauptung ist gezeigt. 

Q.e.d. 

Zum Abschluss dieses Abschnitts wollen wir noch zeigen, wann zwei Potenzreihen gleich sind. 
Satz 9.2.7 (Identitatssatz fiir Potenzreihen) 

oo oo 

Die Potenzreihen A{x) = '^ a^x"^ und B{x) = Yl ^nx"' seien in einer Umgebung U{0)des 

n=0 n=0 

NuUpunktes konvergent und {xk)^ eine Nullfolge, wobei Vfc € N gelte: 

Xk =/= und A{xk) = B{xk). 
Dann gilt: Vn G N : a„ = 6„, d.h. insbesondere A{x) = B{x) in U{0). 

Beweis: 
Es gilt: A{0) = lim A{xk) = lim B{xk) = B{0) =^ a^ = bo- 

fe— >oo k—>oo 

n _ n _ 

Seien Ai{x) := J2 cijX^~^ und Bi{x) := J2 bjX^~^, dann konvergieren diese Reihe in U{0) 
j=i i=i 

mit 

^ai = Ai{0) = Bi{0) = bi. 

Diese Argumentation kann man nun immer wieder anwenden und erhalt so die Behauptung des 

Satzes. 

Q.e.d. 
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9.3 Taylorreihen 

(benannt nach Brook Taylor, 18.8.1685 - 29.12.1731) 

In diesem Abschnitts soil eine vorgegebene Funktion durch eine Potenzreihe approximiert wer- 
den. Im einfachsten Fall haben wir schon mit dem Mittelwertsatz eine Approximation gefunden 
(vgl. Satz 7.5.4 bzw. Beispiel 7.5.6 7)): 

fix+h) = f{x) + hf'{x + 'dh) 

f{x+h) = f{x) + hf{x)+—f"{x + '&h), 

fiir ein- bzw. zweimal differenzierbare Funktionen mit '& = 'd{x, h) G (0, 1). 
Dies soil fiir n-mal differenzierbare Funktionen fortgesetzt werden und fiihrt dann zur Taylor- 
schen Formel und schliefilich zur Taylorreihe: 

Satz 9.3.1 

Es seien f G C"([a,6];]R) (n-mal stetig differenzierbar) und f^"-' (n-te Ableitung) differenzierbar 
in {a,b). Dann gibt es ein c G {a,b), so dass : 

~^ j! (n+1)! 

Beweis: 
Zu einem noch zu bestimmenden m G K sei 

g{x) := f{b) - f{a) - f{x){b - x) - . . . - ^-^{b - xT - m \ \ , 

n! (n + Ij! 

dann ist g{b) = 0. Wahle nun m so, dass auch g{a) = gilt. Es ist g stetig in [a, 6] und 
differenzierbar in (a, 5) mit der Ableitung (Teleskopsumme): 

g'{x) = -- -^-^{b - x)"- + m> ' 



n\ n! 

Nach dem Satz von Rolle (Satz 7.5.3) existiert ein c G (a, b) mit g'{c) = => m = /'"^"^^(c) 

^"^ ' J "^ ' ^ j\ (n+1)! ^ ' ' 

j=0 •' ^ ' 

woraus die behauptete Formel folgt. 
Q.e.d. 

Den Term 

heifit auch „ Taylor- Polynom" der Ordnung n von / an der Stelle a. Die Taylorsche Formel 
schreibt sich mit x := a,h := b — a und c = x + -dh, < i) < 1 auch in der folgenden Weise: 
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J^o 3- (n + 1)! 



mit dem „Restglied": 



R (X h) ■ t^^li-±^h-+^ 



Dies ist die Lagrangesche Form des Restgliedes (Joseph Louis Lagrange, 25.1.1736 - 10.4.1813). 
Soil f{x + h) durch das Taylorsche Polynom approximiert werden, so muss das Restglied ab- 
geschatzt werden. Dazu sind oft verschiedene Darstellungen des Restgliedes niitzlich. Fiir 
/ G C"'^^{[a,b],R) ergibt sich eine zweite Darstellung direkt aus dem Hauptsatz der Differential- 
und Litegralrechnung (Satz 8.4.3): 

x-\-h x-^h 

fix +h) = fix) + / 1 • f'it)dt = fix) + [-ix + h- 0/(0]^'' + J ix+h- t)f"it)dt 

X X 

= fix) + hf'ix) + [ - ^-^^^^f"it)C'^ + I ^^±^^f"'it)dt 

X 

V- HfMu ^ T (-^-+''-')"/'"^"(') ,, 

= ■■■^H^^ J "'■ 

J—^ X 

x-\-h 

=> RJx,h)=—, f ix + h-t)''f^''+^\t)dt . 

n! J 

X 

Bereits in Folgerung 7.5.6 8) hatten wir hinreichende Kriterien fiir die Existenz von lokalen 
Extrema abgeleitet. Diese lassen sich nun mit Hilfe der Taylorschen Formeln erweitern: 

Satz 9.3.2 

Die Funktion f set in einer Umgebung Uixo) von xq (fc + l)-mal stetig differenzierbar mit 

Vj, 1 < j < A; : f^^\xo) = und f^''+^\xo) / . 
Dann gilt: 

i) k ungerade => / besitzt in xq ein lokales Maximum, wenn f^^'^^'ixo) < 0, und ein lokales 
Minimum, wenn f^'^^^'ixo) > gilt. 

a) k gerade =^ / besitzt in xq einen Wendepunkt (:<^ /' besitzt lokales Extremum in xq). 

Beweis: 
Es ist: 

fixo + h) = fixo) + (^^/^'^'H^o + m, 

wobei bei ungeradem k das Vorzeichen von h keine RoUe spielt, sondern nur das von 
j-(k+i)^^^ _l_ ^^-j jj-^ uixij) fiir / G C'^^^ ausschlaggebend ist (vgl. Folgerung 7.5.6 8)), wahrend 
man bei geradem k mit der Gleichung 
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f'{xo + h) = f'{xo) + TTf^'^'K^O + ^'h) 
k\ 

argumentiert. 
Q.e.d. 

Nun wollen wir uns mit der Approximation von / durch das zugehorige Taylor-Polynom beschafti- 
gen, also die Frage klaren: Wann gilt 

Rnix, h) ^ fiir n ^ oo 

Nacli der Definition des Restgliedes muss eine Voraussetzung siclier / G C°°([a, 5],]R) sein, doch 
reiclit diese i.a. nicht aus, wie das folgende Beispiel zeigt: 

Beispiel 9.3.3 

Sei f G ^(K, R) definiert durch: 

{e~^i^ fiir X y^ 
fiir X = 

Es ist / G C°°(]R\ {0},R) und wegen 






l+^+o:^ + --- 



< x' 



ist f stetig in 0. Fiir a; / folgt 



F'{x) 



und es folgt /'(O) = 0. Aus 



nh) 



2 _L 



^'(l+^+2^ + --- 



< 41x1 



h 



folgt f"{0) = u.s.w. 

Also gilt fiir alls n G N; 



h (1 + ?,2 + 2ft4 + 6,j6 + • • • 

^ /("Ho) = Vn G N. 



< I2h^ ^0 fiir h^O 



e ^ =fih) = RniO,h) (/i/O) 

d.h. keine Approximation durch Taylor-Polynome. 

Eine hinreichende Bedingung fiir die Approximation durch Taylorpolynome liefert der fol- 
gende 
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Satz 9.3.4 

Sei f £C'^{[a,b],R) mit 3c> Vn G N ^x £ [a,b] : \f^''\x)\ < c"". 
Dann gilt: 

sup sup \Rn{x,h)\—>0 fur n —> oo. 

xe[a,b) \h\<hg 

x:thE[a,b] 

Beweis: 

Mit der Lagrangeschen Form des Restglieds folgert man: 

\Rnix, h)\ < - — -^ >0 fiir n ^ oo , 

(n+ Ij! 

was man wie die Konvergenz der Exponentialreihe zeigen kann. 
Q.e.d. 

Beispiele fiir Funktionen, die die Voraussetzungen des letzten Satzes erfiillen, sind x >-^ e^ , 
X 1-^ sin X oder x i-^ cos x. 

Definition 9.3.5 

Sei f G C°°{U{x),R) fiir ein x € R. Dann heifit 

j=0 J 
die Taylorreihe von f an der Stelle x, sofern die Reihe konvergiert (h hinreichend klein). 

Bemerkung 9.3.6 

Aus Beispiel 9.3.3 wissen wir, dass aus der Konvergenz der Taylorreihe i.a. noch nicht folgt, 
dass f durch sie dargestellt wird. (Im angegebenen Beispiel ist die Taylorreihe identisch Null.) 

Diese Bemerkung fiihrt nun zur 

Definition 9.3.7 

Funktionen f G C°°(C/(a;),]R), die durch ihre Taylorreihe in U{x),{x G M) dargestellt werden, 
heifien (reell) analytisch (in U{x)). 

Bemerkung 9.3.8 

1 
Warum die glatte Funktion x \-^ e ^^ nicht in einer Taylorreihe um x = entwickelt werden 

kann, versteht man erst im Komplexen. Betrachte: 

z^e~^ fiir 2;GC\{0} 

Falls z = iy mit y G K so folgt 

_ j_ j_ 

also hat die Funktion cine Singularitat fiir ^ ^ 0. 
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Um noch weitere Darstellungen des Restgliedes abzuleiten, benotigen wir den 

Satz 9.3.9 (Erweiterter Mittelwertsatz der Integralrechnung) 

Set f € C([a,5],]R) und p G C([a, 6],]Rq ), dann gibt es ein c G (a, 6) so dass : 

b b 

/ p{x)f(x)dx = f(c) / p(x)dx. 

a a 

Beweis: 

Der Beweis geht analog zu dem vom normalen Mittelwertsatz der Integralrechnung (Satz 8.3i 

wobei man beaclite: 

b 



p = <^ / p(x)dx = 0. 

a 

Q.e.d. 



Ausgehend von der Restglieddarstellung, die wir mit dem Hauptsatz der Differential- und Inte- 
gralrechnung hergeleitet hatten, kommen wir mit obigem Satz zu der 

Folgerung 9.3.10 

Es war: 

x-\-h 

R^{x,h) = — f {x+h-tYf''+^\t)dt. 

1 1, J 
X 

Somit folgt fur 1 < p < n: 

x-\-h 

Rn{x,h) = —[ {x + h - tf-^ {{x + h - ty-P^^ f^'^+^Xt)) dt 

X 

x-Vh 



X 



pn\ 

^ RJx,h) = -(l-^V-P+^f'^''+^\x + m) , 

pnl 

wobei wir in Schritt (*) Satz 9.3.9 mit c = x + -dh und i) = i9{x, h, n,p) anwenden. 

Dies ist die Schlomilchsche Darstellung, die fiirp = n+1 in die bekannte Lagrangesche Form 
und fiir j9 = 1 in die sogenannte Cauchysche Darstellung iibergeht (Oscar Xaver Schlomilch, 
13.4.1833- 7.2.1901). 

Beispiele 9.3.11 
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1) Entwickle f{x) = ln(l + x) fiir x G ( — 1, 1] im NuUpunkt. Es ist: 

&\x) = i-ir-\n-l)\-^ ^ /W(0) = (-i)-i(n-l)! 

(1 + x)^ 

9 "^ zL 

Also folgt fiir die Taylorreihe: x 1 1-... 

Sie hat Konvergenzradius 1, denn fiir das Restglied in Lagrangescher Form folgt fiir x >0 

beliebig: 

, . M a;"+i 1 

\Rn{0,x)\ = — — - — -r < > fiir n ^ 00 . 

' ^ ' ^' (n+l)(l + 7?a;)'*+i - n+1 "^ 

Fiir — 1 < a; < folgt aus der Cauchyschen Darstellung: 



\x\^+'^(l-i)Y \xV^+^ 

< 1 — j- —> fiir n —> oo. 



(1 - {)Y{1 + 'dx) - l-\x 
Also haben wir die Taylorentwicklung 



9 '^ 

X X 



ln(l + x) = X 1 ... in (—1, 1). 



(_i\n+l 2{n+l) 

^-.-j+x'^... + i-irx'-+ ^ ^\ \ — 

1 + x^ 1 + a;^ 



2) Sei f{x) = arctana; 

^ f'(x)= ^^ = l-x^+x^^...+ (-lYx^'' + 
1 + x^ 

[geom.Reihe : j^ = l + g+... + g'*+ ^^j- 

f'{t)dt = x- — + — + ... + (-1)" + i?„(0, x) 



mit R^{0, x) = (-1)-+! / ^^ dt. 



Fiir |a;| < 1 gilt: 

/|2.|2re+3 2^ 
^2(n+i)^^ < ^-^ < > fur n ^ 00. 
- 2n + 3 - 2n+3 "^ 



^/so Mssi sjc/i arctan x in eine Taylorreihe entwickeln, und speziell fiir x = 1 gilt: 

TT 111 

- = arctan 1=1 \ ± . . . (= 0, 785 . . .). 

4 3 5 7 V > y 
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9.4 Der Weierstrafische Approximationssatz 

Auch wenn die Taylorreihe nicht konvergiert oder gar nicht definiert ist, kann man Funktionen 
durch Polynome approximieren: 

Satz 9.4.1 (Weierstrai3scher Approximationssatz) 

Sei f £C{[a,b],R). Dann gilt: 

Ve > 3n G No 3P„, Va; G [a, b] : \f{x) - Pn{x)\ < s, 
wobei Pn filr n G Nq ein Polynom n-ten Grades ist: 

n 

Pn{x) = Y^af\^ mit aP G R. 



(n) 

Anders als bei der Taylorreihe hangen die KoefRzienten a- von n ab, so dass fiir jedes e > 
die Zahlen n und a"" i.a. neu bestimmt werden miissen. 

Satz 9.4.1 wird in etwas allgemeinerer Form bewiesen. Dazu sei J := [a, b] und H eine monotone, 
lineare Abbildung von C(J, K) in sich, d.h.: 

H : C{J, R) -^ C{J, R) linear 

und (Vx G J : fix) < g{x)) =^ {\fx £ J : {H f){x) < {Hg){x)). 

Mit diesen Bezeiclinungen gilt die folgende Verallgemeinerung des Weierstrafischen Approxima- 

tionssatzes: 

Satz 9.4.2 

Ist {Hn)n eine Folge solcher monotoner linearer Abbildungen mit \\Hng — g\\oo -^ filr n — > oo 
und (/ G {x 1-^ 1, X ^^ X, X ^^ x"^} =: {1, id, q}, so gilt: 

V/gC(J,R): \\H^f - f Woe ^ fur n ^ ^. 

Beweis: 
1) Es gilt 



Ve>0 35 >Q \ft,xeJ: \f{t)-f{x)\<s+'^^^it-xf, 
denn: / ist als stetige Funktion auf der kompakten Menge J gleiclimafiig stetig, also folgt: 



Ve > 35 >0 Vt,a;GJ, \t - x\ < b : \f{t)-f{x)\<e. 
Falls |t — x| > (5, so folgt: 

also die beliauptete Ungleichung. 
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2) Sei nun x G J fest, Hn operiere „bezuglich t". Dann gilt wegen der Linearitat der H„ 

(H^/m - fix){H^l)it) = {HM - f{x))it)} 
und mit 1) bzw. wegen der Monotonie der iJ„ folgt: 



bzw. -{...} = H^(-f + f{x)){t) < iJ„(e + ^^(.-x)^)(t) 



|{.--}| < H^ie+^-^i--x)'m 



= e{Hnl){t) + ^J^^(i/ng - 2xHnid + x^Hnl){t) 

Fiir t = X folgt: 

\{H^f){x)-f{x){Hr.l){x)\ < e + e\{Hnl){x)-l\ + ^^^[\{H^q){x)-x' 

+2\x\\{Hnid){x) - x\ + x^\{H^l){x) - 1|] 

=> \\Hnf — fHnl\\oo < e + e||^ral — l||oo 

m 

mit c = max{|a|, |6|}. 



2II f II 
+ ^^Vr^[\\Hnq - q\\oc + 2c\\H^id - id\\oo + c^WH^l - l||oo] 



00 I 



\Hnf — fWoc < ll^ra/ — /^nl||oo + ||/||oo||-f^nl — l||oo 
< e+(e+||/||oo)||i:^nl-l||oo + - ^2 

-^ fiir n ^ 00. 



Q.e.d. 

Aus Satz 9.4.2 konnen wir als Spezialfall den Weierstrafischen Approximationssatz (Satz 9.4.1) 
beweisen. Dazu zunaclist nocli folgende 

Definition 9.4.3 

Fiir X £ [0,1] und n > 1 ist P„ definiert durch 

(P„/)(x):=f:Hx^-(l-xr-^/(^) 
i=o \^/ ^ 

fiir f € C([0, 1],R) ein Polynom n-ten Grades, das Bernstein-Polynom. 

Beweis von Satz 9.4.1: 
O.B.d.A. sei J = [0,1]. (Ist J = [a,b], so betraclite g{t) = f{a + t{b-a)), < t < 1). 
Bezeichnet P„ das Bernstein-Polynom n-ten Grades, so ist klar: 

(Vx G J : fix) < g{x)) ^ (ix G J : {P^f){x) < {P^g){x)), 
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also ist Pn '■ C{J,'R) -^ C(J, K) linear und monoton . 
Weiterhin gilt: 

iPnl)ix) = ^ r U^'(l - o;)--^' = (x + (1 - a;)r = 1 
j=o \^ J 

= JL\~ p^'+Hl - x)""-^-^ = x{x + (1 - x))''-^ = X 

j=0 \ ^ J 



{Pnq){x) = i^f^/rU^-(i_^)-J- 



j=0 V-' / 

2 „ n n 

Wegen £T{a+br = n(n- l)(a + 6)--2 und £, E {'')a^b^-^ = E j(j " 1) (")«'■"' &""'' folgt 

j=0 j=2 

fiir a = X ^ und 6 = 1 — x: 



n(n-l) ^ ^EQiV(l-.r--;^EjQ.^-(: 

Fiir a; = ist {Pnq){x) = = q{x). 

yx : iPnq){x) = ^{n{n - 1) • a;^ + nx) = x'^{l - ^) + 



6 = (1 - x) 



n^ n 



1,, ,, 1,, ,, 2 

^ P'n'? - g oo < - (? oo + - K*^ oo < >0 fiir n ^ 00. 

n n n 

Mit Satz 9.4.2 folgt nun die Behauptung des Satzes 9.4.1. 

Q.e.d. 

Aus dem Weierstrafischen Approximationssatz konnen wir also schliefien, dass das System der 
Polynome diclit liegt in C{J ,M) (bzgl. || • ||oo)- Eine weitere Anwendung des Satzes ist 

Satz 9.4.4 

Das System der trigonometrischen Summen 

n 

Tn{x) = ao + yj(fflj cosjx + bj sin jx) 

ist dicht im Raum der stetigen Funktionen der Periode 2tt. 

Beweis: 

Zuriickfiihrung auf Satz 9.4.1: 

O.B.d.A. sei J = [— 7r,7r], / stetig und periodisch. 

Defimere fi{x) := und f2{x) := , 
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dann ist / = /i + /2, fi{—x) = fi{x) eine gerade und f2{—x) = —f2{x) eine ungerade 
Funktion. 

1) Wir betrachten zunachst /i in [0,7r] und woUen dies durch Cosinusterme approximieren. 
Durch t = cos a;, x = arccost wird [0,7r] bijektiv und stetig auf [—1,1] abgebildet. Dann 
ist also gi{i) := /i(arccost) = fi{x) stetig in [—1, 1] und kann nach Satz 9.4.1 durch Poly- 
nome Pnit) approximiert werden. Somit wird aber auch fi{x) durch Polynome Pn{cosx) 
approximiert. Mit den Moivreschen Formehi (vgl. Abschnitt 7.3) folgt: 

n 

COS** X = yj aj cosjx, 
i=i 

also z.B. cos^ X = 2 (cos 2a; + 1) oder cos^ x = j(cos3a; + 3 cos a;). 

n 

=> / wird durch eine Summe der Form ao + Yl dj cosjx in [0,7r] und damit als gerade 
Funktion auch in [— 7r,7r] approximiert. 

2) Es soil /2 in [0, n] durch Sinusterme approximiert werden, doch da die Abbildung x 1-^ sin a; 
in (0, vr] nicht invertierbar ist, machen wir folgenden Umweg: 

Definiere 

f3{x) := f2{x)smx, 

dann ist fs eine gerade Funktion und lasst sich nach 1) durch eine Cosinus-Summe in 
[— 7r,7r] approximieren. Also wird /2(a;)sin^a; = /3(a;)sina; durch 

n n 

Y^ aj cosjx sin x = gq sin x + J2 2 i^^^^iU + 1)^) ~ sin((j — l)a;)) approximiert, d.h. 

i=o j=i 

f2{x)sm x~ Sinus-Summe in [— 7r,7r]. 

3) Mit den Ergebnissen aus 1) und 2) folgern wir, dass sich f{x) sin^ x durch trigonometrische 
Summen approximieren lasst. Dann lasst sich aber auch 

f{x) cos^ X = f{x) sin^ {- - x) = /(- - y) sin^ y (mit y = - - x) 

durch trigonometrische Summen approximieren (in y G [— 7r,7r], d.h. x G [ — f , "f"], doch / 
ist 27r-periodisch, so auch Approximation in x G [— 7r,7r]), also schliefilich auch 

f{x) = /(a;)(sin x + cos x). 

Q.e.d. 

9.5 Orthonormalsysteme 

Die Frage nach der Approximation einer gegebenen Funktion durch eine Klasse von Funktionen 
soil noch etwas vertieft werden, zunachst ankniipfend an den letzten Abschnitt. Sei also wieder 
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/ := (— 7r,7r) und 



1/a/2 fiirn = 

1 J 

Vn{x) := —^ < COS kx fiir n = 2k mit fc G N 



^/^ 



sin /ex fiir n = 2/c — 1 mit fc G N 



Wie in Satz 9.4.4 gezeigt, folgt aus dem Weierstrafisciien Approximationssatz, dass / G C(K, K), / 27r- 
periodiscii, durcii Linearkombinationen der Vn approximiert werden kann. 
Die Vn haben nun die folgende Eigenschaft: 

{1 falls n = m 
falls n ^ m 

{5nm '■ Kroneckersymbol, Leopold Kronecker, 7.12.1823-29.12.1891), denn es ist zum Beispiel: 

TV TT ^ ^ 

/ COS fcx sin fcx dx = -^sin^ kx + / sinfcxcosfca; dx => / cos fca; sin fca; dx = 0. 

— TV ~'^ —n —n 

Mit 



{f,9)--= J f{^) 9{xy dx (K = Cevtl.) 

— TT 

folgt {vn, Vjn) = 5nni fur n, m G Nq bzw. fiir n^ := v^-i gilt (w„, n^) = 5^^ fiir n, m G N. Die n^ 
stehen also „senkrecht" zueinander bzgl. des Skalarproduktes (•,•). 

Definition 9.5.1 

Sei (•, •) ein Skalarprodukt auf einem Vektorraum X (hier: C(/,K)), dann nennt man die Menge 
(jjFamilie") von Vektoren {u„ G X| n G N} ein Ortohogonalsystem, falls {un,Um) = Cndnm, 
(Kronecker-Symbol 5mn) und Orthonormalsystem, falls c„ = 1 Vn G N, also falls die Vektoren 
fni-t \\un\\2 = Vi^nj Un) = 1 zu eins normiert sind. 

Da II -112 mit obigem Skalarprodukt eine Norm auf C(/,]R) ist, bilden die angegebenen Un{'-= Vn-i) 
ein Orthonormalsystem. Der Raum C(/,K) ist jedoch nicht vollstandig beziiglich || • ||2. Wir 
werden spater genauer den folgenden Raum studieren: 

L^ = L^(/,R) := {C(I,R), II • II2} vervoUstandigt. 

Elemente aus L^ konnen mit Funktionen identifiziert werden (s. spater), wir formulieren deshalb 
das Nachstehende fiir / G L^ statt / G C(I,R). 

Definition 9.5.2 

Sei {un}neN sin beliebiges Orthonormalsystem in L^ , f G L^{bzw.C{I,M.)). Dann heifit 

fn ■■= {f,Un),n G N, 
der n-te Fourierkoeffizient von f und 

n 

Snix) := Sn[f]ix) := X!/i^*j(^) 
i=i 
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die n-te Partialsumme der Fourierreihe 

oo 

i=i 
( J ean-Baptiste- Joseph Fourier, 21.3.1768 - 16.5.1830). 

Es stellt sich nun die Frage, ob, wogegen und in welchem Sinne die Fourierreihe konvergiert: 



(Im Vergleich zur Approximation nach Weierstrafi haben wir i) leichtere Bestimmung der Koef- 
fizienten ii) eine grofiere Klasse zugehoriger / und iii) schwachere Konvergenz.) 
Wir haben (K = C): 

n n n n 

{sn, f) = J2 fji^J'f) = J2 l/il^ und (s„, s„) = J2 fi7ji^i' %•) = J2 l/il^ 

n 

=> \\f-Sn\\l = \\f\\l-2Re{f,s„)+\\sJl = 11/11^ -^|/,f, 

die Besselsche Identitat (Friedrich Wilhehii Bessel, 22.7.1784 - 17.3.1846), d.h. 

n 

Sn ^ / bzgl. II • II2 <» X!l/il^ ^ II/II2 jeweils fiir n ^ cx). 

i=i 

Aus der Besselschen Identitat folgt die Besselsche Ungleichung: 

n 

El/.f <ll/ll2 

00 

und somit die Konvergenz von J2 |/iP- 1st 

j=i 



/ . \fj\ — \\J 112) 



\Jj\ = \\J 1' 



so heii3t dies die Parsevalsche Gleichung fiir / (Marc-Antoine Parseval des Chenes, 27.4.1755- 
16.8.1836). 

Zusammenfassend haben wir den folgenden 

Satz 9.5.3 

Sei f G (L2(/,R)) 7^(/,R). Dann gilt: 

n 

1) E i/.f < ml 

2) \K[f]h< 



3) El/.f =ll/f ^ll/-«.||2-0 

4) {sn)n konvergiert in L^ , d.h. bzgl. \\ ■ II2. 
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Beweis: 

Die Punkte 1) - 3) hatten wir bereits gezeigt und 4) folgt aus: 

n 

\\Sn-Sm\\2= ^ \fj? {m < u) . 

j=m+l 

Q.e.d. 

Der letzte Satz und die Parsevalsche Gleichung fiihren uns zur 

Definition 9.5.4 

Ein Orthonormalsystem (ONS) {u^ljieN heifit vollstandig in L^(/, C) (VONS) :<^ 



GL\I,C): El/:"-""'' 



oo 

'^il = \\J 112 



i=i 
Das gerade bewiesene Kriterium fiir die Vollstandigkeit des Orthonormalsystems {un}n lasst 
sich in den Voraussetzungen noch etwas abschwachen: 

Satz 9.5.5 

A sei in L?{I,C) dicht. Die Parsevalsche Gleichung gelte fiir alle g £ A. Dann ist das ONS 
{un\n vollstandig. 

Beweis: 
Sei / G L'^{I,C) beliebig und e > 0. Dann gibt, weil A C L^(/,C) dicht ist, ein g G A: 

II J- II ^ 
Il/-ffll2 < 3" 

Aus 11/ - s„[/]||2 < 11/ - g\\2 + \\g - Sn[g]\\2 + \\sn[g] - Sn[/]||2 folgt dami mit der Besselschen 
Ungleichung \\sn[g] - Sn[/]||2 = \\sn[9 - /]||2 < \\9 - fh : 

||/-s„[/]||2 < 2\\f - g\\2 + \\g - s4g]\\2 

£ £ 

< 2- + - = e fiir n > no{£,g) = no(e) 

Q.e.d. 

Als dichte Teilmenge kann man beispielsweise wahlen A = C{I,C). 

Eine weitere wichtige Charakterisierung von vollstandigen Orthonormalsystemen (VONS) liefert 

Satz 9.5.6 

Das ONS {un}n ist vollstandig in L^(/,C) ^ V/ G L^iI,C) : (Vn G N : /„ = 0) ^ / = 0. 

Beweis: 
„ => ": Da {un}n vollstandig gilt, falls fn = Vn G N: 



oo 
2 ^ 



'- E \fn\^ = ^ / = (inL2(/,C) 



n=l 
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„ ^ " : Sei / G L^{I,C). Dann ist /* := ^ fjUj G L'^{I,C) sinnvoll definiert, da (s„[/])r 

i=i 
Cauchyfolge in L^(/,C) und es sei g '■= f — /*■ Dann gilt: {f* ,Un) = /„ 

^Vn:5„ = 0^5 = 0^/ = /*. 
Q.e.d. 

Nun noch einige Beispiele fiir voUstandige Orthonormalsysteme. 
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Beispiele 9.5.7 

1) Klassische Fourierreihe in I = {—tt,tt): 

Fur alle n £ f^ sei u^ = v^-i (wobei die Vn wie zu Beginn dieses Abschnitts durch 
^=, ^^^^ smx^ ^ ^ ^ definiert). Dann ist das ONS {w„}„ vollstandig, denn: 
Sei A := {g £ C(/, K)| g ist 2TT-periodisch }, dann ist A C L^(/, K) dicht. Weiter sei 
h G L^(/,]R) mit hj = fiir alle j G N und e > gegeben. Dann gibt es ein g € A mit 

\\h-9\\2<l. 

Nach dem Weierstrafischen Approximationssatz (Satz 9.4-1) bzw. Satz 9.4-2 gibt es ein 
N = N{e) und ai(e), . . . aN(£){£), so dass 

N 



\g - ^ajUjWoo < 



e 



2V2vr 

N N N 

e 



^ W^ ~ X^^i^lb < \\h -ah + h - ^otjUjh < 2 + "'^Wd - X^"i'"illoo < e 
i=i i=i j=i 

Mit der Voraussetzung hj = fiir alle j G N folgt jetzt 

N N 

II i,ll2 I V^ I |2 II 1, V^ ||2 ^ 2 

Da e > beliebig war, folgt: \\h\\ = => h = wnd somit nach Satz 9.5.7 die Vollstandigkeit 
des ONS, auf das voir ini nachsten Abschnitt noch etwas naher eingehen werden. 

2) Sei I := {a,b) und Vj{x) := x^~^ fur j G N. Da die Vj weder senkrecht (bzgl. des L?- 

b 



Skalarproduktes {f,g) = j f{x)g{x) dx) senkrecht zueinander stehen noch auf eins normiert 

a 

sind, benutzen wir das Schmidtsche Orthonormalisierungsverfahren (Erhard Schmidt, 13.1.1876 

- 6.12.1959). 

Allgemein sieht dies wie folgt aus: 

Sei {fi, . . .} cine Menge linear unabhdngiger Vektoren (wie die obigen Mononie). 

Man definiert 

Vi 

Ihill2 

Aus dem Ansatz 

! 
W2 = C2lUi + V2 

und der Orthogonalitatsforderung = {w2,ui) = C21 + {v2,ui) folgt C21 = —{v2,ui). 

Nun setzt man fiir die Normierung U2 := jn^^, wobei W2 ^ wegen der linearen Un- 
abhangigkeit der Vj. Jetzt macht man den Ansatz: 

W3 = C3XU1 + C32U2 + V3 
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und fordert {ws,ui) = (1^3,^2) = und bestimmt hieraus us = Tr^^\-- Man geht also 
suksezziv vor. Fiir n > 2 macht man den Ansatz 



n-\ 

I 
w 



wobei man {wn, Uj) = fiir j = 1, . . . ,n — l fordert und die Uj bereits bekannt sind, woraus 

Cnj = -{vn,Uj) fur j = l,...,n-l 

n-l 

und somit Wn = —2_\{''^n'Uj)uj + Vn folgt. 

i=i 

Hieraus erhalt man nun das nachste 



Wr. 



\\Wn\\2 

Nach Konstruktion stehen die u^ senkrecht aufeinander und sind auf eins normiert, bilden 
also ein ONS mit span {fi, . . . , v^} = span {ui, . . . , u„} (lineare Hillle). 

Fiir I = ( — 1, 1) erhalt man die Leg endre- Poly nome: (u„ = P„_i); 

Po{x) = ^, Pi{x) = ^-x, P2(x) = ^^(3x2 - 1), 



P3 = -y-(5a;-^-3a;), ^4(3;) = -^ -(352;^ - SOx' + 3) usw., 



allgemein gilt: 



, , ,2n+ 11 / d A . 9 
^ ' \' 2 2^n\ \dx ^ ' 



Zum Abschlufi dieses Abschnitts wollen wir noch eine Aussage liber die Approximation durch 
Fourierreihen beweisen: 

Satz 9.5.8 

Die Fourierreihe liefert die beste Approximation in L^ ( „ifn quadratischen Mittel") beziiglich 
eines gegebenen ONS {un}n- 

Beweis: 

n 

Seien aj G C fiir j € N, / G L^(/,K) und fiir festes n sei D := \\f — J2 %'%ll2) dann folgt: 

n n n n 

D = 11/11^ -2i?e^/,a7+^|a,f = (||/||2-^|/,f + ^|a,-/,f. 

n 

Da mit der Besselschen Ungleichung (II/II2 — T^ l/jP) — i^t, wird D minimal fiir Oj = fj. 
Q.e.d. 

Die natiirliche Frage, wann bzgl. L^ konvergente Fourierreihen auch punktweise konvergieren, 
wird uns in dem nun folgenden letzten Abschnitt dieses Kapitels beschaftigen. 
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9.6 Fourierreihen 

In diesem letzten Abschnitt woUen wir wie angekiindigt die klassischen Fourierreihen, die trigo- 
nometrischen Reihen, etwas genauer betrachten. Sei also wie zu Beginn von Abschnitt 9.5 



Vn{x) := -^= 



^ furn = 
cos kx fiir n = 2k 
sin kx fiir n = 2k — 1 



fiir X £ I := (— 7r,7r). 

Unser Ziel ist es also nun, / in der Form 



f{x) = ao + yj(aj cos ja; + bj sin js 
i=i 



darzustellen, wobei 



ao = — / f{x)dx, ttj = — / f{x)cosjx dx und bj = — / /(a;)sinja; dx. 
27r J TT J TT J 

— TV — TV — TV 

Fiir die komplexe Schreibweise sei {un{x)}n^z definiert durch: 

Un(x) := , e^""^ = , cos nx + i , sin nx 

a/2^ \/27r a/2^ 

=^ {un} ist ein ONS in L^(/,C) und vollstandig. Fiir n G N ist dann 

1 — i 

I'D = UQ, V2n = ~m\^ri + U-n) UUd ^;2»i-l = "niV^n ~ '^-n) 

Also gilt fiir obiges: 

11 —i 

ao = —rj^fo-, a-n = —f^ifn + f-n) UUd 6„ = —r={fn " /-n) 

mit 

TT 

/n := (/, u^)=-^ I f{x)e-'^^dx fiirn G I 

— 7r 

Zur Konvergenz der Fourierreihe beweisen wir nun folgenden 

Satz 9.6.1 

Die Funktion f sei in [—tt,tt] stetig und stilckweise stetig differenzierbar mit /(— tt) = /(tt) 
Dann gilt: 

1) Die Fourierreihe zu f konvergiert absolut und gleichmdJJig 

n 

2) 11/- E /i^lloo < ^ll/'lb (Fehlerabschdtzung) 



j = -n 



119 



Beweis: 

Da /' nach Voraussetzung stiickweise stetig ist, ist /' eine Regelfunktion, woraus /' G L^(/,C) 

folgt. Seien /„ bzw. /^ die FourierkoefRzienten von / bzw. /', dann gilt: 



1 



V27r 

J n 

in 



f{x)e-'''''dx = -^—^f{x)e- 



2tt {-in)' 



+ 



1 1 



^ \/2tt in 



f'{x)e-'''''dx 



Die Regel der partiellen Integration ist hier anwendbar, da / stetig und stiickweise stetig diffe- 
renzierbar ist. Die Randterme heben sich wegen der Periodizitat von / weg. Somit folgt: 



Y: \f,u,{x)\ < ^ E l/.l = ^ E 

\j\>n |j|>^ |j|>''^ 



< 



< 



1 



A/27r 

1 

a/2^ 



\ 



E ^ / E l/jl^ ( Cauchy & Schwarz 



j\>n V \j\>n 



E^ 



fiir n ^ 00 



\ \J\>n-^ 



d.li. bedeutet absolute und gleichmafiige Konvergenz liegt vor. Der obige Wurzelterm konvergiert 
gegen Null, da fiir ni > 1 gilt: 

„ ^„ oo 

1 



1 -1 

rdx = 



E J2 ^ E J2 ^ 7 (a- _ 1)2 -- - ^ _ 1 

(Vgl. aucli Beispiel 4.11.) 

Es folgt also insbesondere auch: 



m — 1 



fiir m ^ 00 



E -< - 

■ , 1 i^ n 

j=n+l -^ 



fiir n > 



Aus der absoluten und gleichmafiigen Konvergenz der Reihe 'Y^fi'^ji^) folgt, dass die Folge der 

j 
Partialsummen beziiglich der Supremumsnorm gegen eine stetige Funktion konvergiert: 



3/* : s4/] '^ /* G C([-7r,^],C) ^ s^f] ^ f* (hier: || • ||2 < v^| 

^ f = f* ) da Sn[f] — ^ / wegen der Vollstandigkeit von {u^}, 

also ist die erste Behauptung bewiesen. 
Ferner gilt: 



E 



3 = -n 



= E ll/i^illoo < 

I J I > "• 

iez 



1 



2 E 



1 



^ll/'l|2, 



also folgt 2). 
Q.e.d. 
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Beispiel 9.6.2 

Betrachte die Funktion f{x) = \x\ auf dem Intervall [— 7r,7r], die durch periodische Fortsetzung 
(mit der Periode 2tt) auf ganz R zur „Sagezahnfunktion" wird. Diese Funktion ist stetig und 
stiickweise stetig differenzierbar in [—tt,tt], erfiiUt also die Voraussetzungen von Satz 9.6.1. 
Es ist: 

IT TT 

f{x)e-'''''dx = - f xe-'''''dx+ f xe'^'^'^dx 



TV TV 

f t(e*"* + e-'"*)dt =2 ftcosnt dt 



und 



2 cos(n7r) — 1 



27r 



■^=^ n = 2k-l, k GZ\ {0} 
sonst 



/(^) = 



E 



mx _ ^ _ 1 V" C0s((2fc - l)x) 

7,e — _ 2^ 



ri= — oo 
TT 4 



^ti (2^-1)' 



cos 3a: cos bx 

(cos X H 7\ 1 7, h . . .) 

2 TT^ 32 52 ' 



Speziell in x = gilt: 



Weiterhin ist 



,/ N TT 4 , 1 1 



n^) 



= V2^ 



1 fur < x < n 
-1 fur —n < X < 

n 

11/- E /i^^i lloo < 

t=—n 



Schon gegen Ende von Abschnitt 7.3 haben wir zur Berechnung von ^ eine Iteration angegeben, 
die dagegen konvergiert. Eine andere Art der Zahl „7r" naher zu kommen, liefert die 



Folgerung 9.6.3 

Es ist 

Beweis: 

00 
Definiere s := V -^. 

n=l 



00 -, 



IT 

~6 



111 

^^ 22 + 32 ^42 + 



1 1 

-(--/(o)) = - 

4^2 ■'^ ^^ 8 



1, 1 1 



s = 
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Q.e.d. 

Fiir die Fourierreihen haben wir bisher erkannt: 

Punktweise, sogar gleichmafiige Konvergenz liegt vor, wenn / stetig und /' stiickweise stetig 
ist. Die Stetigkeit von / alleine reicht i.a. nicht aus (Gegenbeispiele). Andererseits muss / nicht 
stetig sein, denn Sprungstellen lassen sich behandeln, wenn man auf die Konvergenz in diesen 
Punkten verzichtet bzw. / geeignet abandert. Ein Beispiel soil dies veranscliauliclien: 

Beispiel 9.6.4 

Sei 

{X fiir — TT < X < TT 

a fiir X = -vr mit a, /? G K 

j3 fiir X = TT 
Dann folgt: /o = und fiir n ^ {): 



V^/n = / f{x)e-'''''dx = lim / /(a;)e-'"^da; = + — / 

J £\o J —in -TT in J 



e\0 

— TV 

2m 



e-^^do; 



n 



-(-1)" (da cos(n7r) = (-1)'*) 



2_^ \fn\ konvergiert. 



raei 



Sei f* := J2 fnUn in L {I,C). Formal berechnet man: 

f*(x) = iy = -2 > -^ ^sinna; = 2(sina; \ =F • • • ) 

njtO n=l 

Es ist f* = f , da das ONS {un} vollstandig ist (=^ f = J2 fn'^n in L"^)- 

n 

Wir stellen nun die Frage nach punktweiser Konvergenz, d.h. gilt fiir Fn{x) := Yl fj'^ji^)i dass 

j=-n 

Fn{x) -^ f{x) konvergiert? 
Dazu sei 

5(x):=/(:r)(l + e-), 

dann hat g keine Sprungstelle mehr (da e™ = e~™ = —1, also (?(±7r) = 0). Die Funktion g ist 
stetig und stiickweise stetig differenzierbar, also Idsst sich g nach Satz 9.6.1 in cine gleichmdfiig 
konvergente Reihe entwickeln. Aus 

g{x)e-''^''dx= / /(x)e-^"^da; + ( f{x)e-'^''-^^''dx 



folgt: 



9n In + Jn—1- 
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Sei Gn{x) := X^ gjUj{x) dann gilt: 



3 = -n 






\3 = -n 3 = -n 

1 



^ (/, + /,-i)e^^'^ + /„e*('^+i)^ - /-.-le 



\/ It: 
Wegen fn^O und \\Gn — g\\oo -^ filr n ^ oo folgt: 

||(l + e'-)F„-5||oo -^ Ofiirn^oo 
^ 11(1 + e*-)(F„-/) Hoc ^ 0/wrn^oo 

=^ Fn ^> f filr n ^ 00 gleichmafiig in jedem abgeschlossenen Intervall, das die Punkte x = — vr 
und X = TT nicht enthalt (damit |1 + e*^| > c > ist). Es gilt auch F„(ib7r) = 0, d.h. in 
X G {— 7r,7r} /«e(/i punktweise Konvergenz vor, falls a = P = gilt, d.h. falls 

/(vr) = lifiTT + 0) + /(vr - 0)) r«^a/05 fur - vr) 

(typische Situation). 

Zum Abschluss dieses Kapitels beweisen wir noch die Poissonsche Integralformel: (Simon Denis 
Poisson, 21.6.1781 - 25.4.1840) 

Satz 9.6.5 

Es sei f G C([0,27r],]R) mit /(O) = /(27r). Dann gilt: 

1 /■ „. . 1 -r^ 



Beweis: 



Vv9 G [0,27r] : /(v?) = lim — / f{z)—- r—^dz. 

r^i 2tt J 1 — 2r cosiifi — z) + r'^ 

0<r<l 



oo 

1) Fiir < r < ro < 1 konvergiert die Reihe X^ r^ cos{nip) beziiglich (p gleichmafiig und 

n=0 

absolut. (Man nehme die geometrische Reihe als Majorante.) Es ist 

oo CXI I 

J2 r"" cos n^ = Re ^ r'^e'"^ = Re: 



Ti,=0 rj=0 

1 — re"*"^ 1 — rcosw 

= ReT 



|2^_^gj(^|2 1 — 2r COS (^ + r^ 

oo oo 

J2 ^IHe*'^^ = 1 + 2 ^ r'^ cos n(^ 



n=i 



oo 1 2 

1 — r 



1 + 2 ^ r" cos(n(p) = — 



n=0 



2r cos (/? + r^ 
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27r 

1 / 1 - r^ 

w(r, (ys) := — / f{z) ^ 

2iT J 1 — 2r cos(ip — z) + v^ 





d2; 



2- . ^ 

Q \ra= — cx 



^\n\^in{ip-z) 



dz 



= J2 r^^'^fnUniv) 

n= — (X) 

wobei die letzte Umformung wegen der gleichmafiigen Konvergenz der Reihe richtig ist. 



2) Der Satz ist fiir / = 1 richtig, denn dann ist nur /o = V27r von Null verscliieden. 

=> v{r,ip) = foUo{cp) = 1. 



3) Da / nacli Voraussetzung periodiscli ist, gilt 

. ^ 1 /■ (l-r2)/(y + x) ^ 

vir,V) = 7r / -. 7, T^^X 

ivr J 1 — 2r cos x + r^ 

Ztt J 1 — 2r cos x + I" 



wobei im letzten Scliritt das Ergebnis fiir / = 1 aus 2) benutzt wurde. 

Es bleibt nun zu zeigen, dass das letzte Integral fiir r /" 1 gegen Null konvergiert. Dazu 

telle man das Integral wie folgt auf: 

2n a 27r— a 27r 

« 2TT-a 



Sei £ > vorgegeben: 



a 



2tt 



a) Fiir / . . . bzw. / ... hat man: 

27T-a 



a 



2tt 



< sup \f{v + x)-f{v)\ 

xe{0,a) 



l-r^ 



2tt J 1 — 2r cos y + r^ 





dx 



2) £■ 

sup Ifif + x) - fiv)\ < t: fiir a < (5i(e), 

xe{0,a) ^ 



27r 



da / gleichmafiig stetig unabhangig von r. Analog gehe man fiir das Integral / ... 



27r— a 



vor. 



b) Sei a < min{l, (Ji(e)} fest und r > 2- 

2-71" — a 

< 2 



1 -r^ 



1 — 2r cos a + r^ 



< 2 



1 -H 



(1 — r)2 + (1 — cos a) 



< - fiir 1 - r < 62(6, a) = 62(5) 



(denn: 1 — 2r cos a + r^ > (1 — r)^ + (1 — cos a) <^ r > 2)- 



Q.e.d. 
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Bemerkungen 9.6.6 

1) Aus der Poissonschen Integralformel folgt wieder die VoUstandigkeit der {w„}, denn: 
/ ist stetig mit /n = fiir alle n => v{r, (/?) = fiir alle r,ip ^ fi'-P) = fiir ip € [0, 27r]. 

2) Die Bedeutung der Poissonschen Integralformel liegt bei der Anwendung in der „ Potenti- 
al! lieorie": 

Die Funktion u{x) := V{r,ip) fiir a; = (a;i,2;2) = {r cos cp , r sin (p) £ G = B{0,1) C 
K^ (Polarkoordinaten) lost die „Randwertaufgabe": 

(j| + J|)"(^i'^2) = 0inG 
u = f auf dG := Rand von G 
u€C^{G)nC(G), 

wobei die Annahme der Randwerte so zu verstelien ist, dass a stetig auf G fortgesetzt 
werden kann und lim u{r,(p) = f{(p) gilt (Satz 9.6.5). 

r—fl 
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Imaginarteil, 13 

Imphkation, 5 

Indexmenge, 30 

Infimum, 11 

Inhah, 73 

injektiv, 5 

innerer Punkt, 27 

Integral 

parameterabhangiges, 85 

Riemannsches, 91 

unbestimmtes, 69 

uneigentliches, 87, 88 



Integration, partielle, 70 
Intervallschachtelung, 32 
inverses Element, 10 
isolierter Punkt, 27 
isometrisch, 25 

Korper, 12 

Kardinalitat, 22 

Kardinalzahl, 24 

Kettenregel, 61 

Korper, 10 

Kommutativ, 3 

Kommutativgesetz, 7 

kompakt, 31 

Komplement einer Menge, 27 

Komposition, 4 

konjugiert, 13 

Kontinuumshypothese, 24 

kontrahierend, 26 

konvergent, 14, 94 
absolut, 19 
Cauchy-, 14, 50 
gleichmafiig, 50, 51 
punktweise, 50, 51 

konvergente Reihe, 19 

Konvergenzradius, 98 

Kroneckersymbol, 113 

Kugel, 25 

Leibniz-Kriterium, 20 
limes 

inferior, 30 

superior, 30 
linear, 109 

Lipschitz-beschrankt, 42 
Logarithmus, 53 

naturalis, 54 

Machtigkeit, 22 
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Mafi, 73 

Majorantenkriterium, 20 
Maximum, 12 

lokales, 63 
Menge, 3 
Metrik, 24 

diskrete, 25 
Minimum, 12 

lokales, 63 
Mittelwertsatz 

der Differentialrechnung, 64 

der Integralrechnung, 80 
de Moivresche Formeln, 57 
monoton (streng), 15 
de Morgansche Regel, 6 

Negation, 5 
neutrales Element, 10 
Norm, 34 
NuUfolge, 14 
NuUstelle, 65 

offen, 27 

offene Uberdeckung, 30 
Ordnung, 7 

Orthogonalsystem, 113 
Orthonormalsystem, 112 
vollstandiges, 115 

Parallelogrammgleichung, 36 

Parsevalsche Gleichung, 114 

Partialbruchzerlegung, 71 

Partialsumme, 19 

partielle Integration, 70 

Partition, 73 

Poissonsche Integralformel, 123 

Polynom, 39 

Potenzmenge, 24 

Potenzreihe 



Identitatssatz, 102 

Konvergenz einer, 99 
Produkt, 7 

inneres, 35 
Produktregel, 60 

Quotientenkriterium, 20 
Quotientenregel, 60 

Rand, 28 
Randpunkt, 28 
rational, 40 
Raum, 41 

metrischer, 24 

normierter, 35 

topologischer, 30 
Realteil, 13 
reflexiv, 8 
Regelfunktion, 77 
Reihe 

alternierende, 20 

geometrische, 19 

harmonische, 19 
Restglied, Lagrangesche Form, 104 
Restriktion, 4 
Riemannsche Zetafunktion, 21, 52 

Sagezahnfunktion, 121 
Satz von 

Banach (Fixpunktsatz), 26 

Bolzano & Weierstrafi, 29 

Fubini, 86 

Pythagoras, 36 

Rolle, 63 
Schlomilchsche Darstellung, 107 
Schmidtsches Orthonormalisierungsverfahren, 

117 
Schranke 

obere, 11 
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untere, 11 
senkrecht, 113 
Sexagesimalsystem, 37 
sin, 55 
singular, 43 
Singularitat, 88 
sinh, 58 

Skalarprodukt, 35 
Sprungstelle, 42 
Stammfunktion, 65 
stetig, 42 

gleichmafiig, 47 
stetige Erganzung, 44, 47 
Substitutionsregel, 70 
Summe, 7 
Supremum, 11, 45 
Supremumsnorm, 73 
surjektiv, 5 
symmetrisch, 8 

tan, 58 

Tangentensteigung, 59 
tanh, 58 
Tautologie, 5 
Taylor 

-formel, 103 

-polynom, 103 

-reihe, 66, 103 
Teiliiberdeckung, endliche, 31 
Teilfolge, 16 
Teilmenge, 3 
Teleskopsumme, 103 
Topologie, 30 

diskrete, 30 

triviale, 30 
transitiv, 8 
Treppenfunktion, 72 

iiberabzahlbar, 22 



Umgebung, 28 
Umkehrabbildung, 5, 48 
umkehrbar eindeutig, 5 
Ungleichung 

von Bernoulli, 9 

Besselsche, 114 

Cauchy & Schwarzsche, 35 
Unterraum, 41 
Urbild, 4 

Verkettung, 4 
Verkniipfung, 4, 61 
Vervollstandigung, 17 
vollstandig, 25 
geordnet, 8 
vollstandige Induktion, 9 
Vollstandigkeitsaxiom, 12 

Wahrheitswert, 5 

Weierstrafischer Approximationssatz, 109 

wohlgeordnet, 8 

Wurzelkriterium, 21 

Zahlen 

algebraische, 39 

komplexe, 12 

natiirliche, 7, 8 

rationale, 10 

reelle, 11 

transzendente, 39 
Zwischenwertsatz, 46 
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